Mala Fermatova a Eulerova veta
Jozef Rajnik

Na prednaske budeme pracovat so zvysSkami po deleni celych ¢isel. Na mnozine zvySkov po deleni
nejakym ¢islom d vieme predpisat, ako sa s nimi pocita — ako sa s¢itavaji (a z toho nam vychadza aj
nasobenie) a ako sa nasobia (a z toho nam vychdéaza, ako sa delia, ak je d prvocislo).

Zaujimavost pre rozsirenie obzoru. Tento proces definovania nejakého podcitania na nejakej mno-
Zine je vo vysokoskolskej matematike podchyteny pojmom grupa. Co presne to je? Zoberieme si [u-
bovolnt mnozinu M a na nej si definujeme operaciu . Teda pre kazda dvojicu (nie nutne roznych)
prvkov a,b € M predpiSeme, aky je vysledok operacie a x b. Aby, sme dostali grupu, musime pri tom
dodrzat nasledovné podmienky:

Pre nejaky prvok n € M plati Ym € M : n+m = n. Takyto prvok sa nazyva neutrdlny prvok.

Pre kazdy prvok m € M existuje prvok ¢ € M, pre ktory plati mxi = i xm = n (kde n je
neutérlny prvok). Tento prvok i sa nazyva inverzng prvok k prvku m a zvykne sa oznacovat
m~!, prip. niekedy aj —m.

Pre kazdé a,b,c € M plati ax (b*c) = (a*b) x ¢, teda tzv. asociativny zdkon.

e Este mame jedno nepovinnitt podmienku: pre vSetky a,b € M plati a xb = b a, teda operacia *
je komutativna.

Ak platia vSetky Styri podmienky, tak hovorime o komutativnej alebo aj Abelovskej grupe. Grupa vsak
vo v8eobecnosti komutativna byt nemusi.

Priklady grap
e M =Zaaxb=a+ b

e M =Qaaxb=a+b;

M=Qaaxb=a-b (pozor, tu nemozeme Q nahradit za Z);

predoglé priklady na mnozinach R, C alebo aj {a + bv/2; a,b € Q};

M ={0,1,...,d -1} aa*xb= (a+b)modd — tato grupa sa nazyva aj Zg.
e M=1,2,...,p—1aaxb= (a-b)modp, kde p je prvocislo — nazyva sa aj Zj.
Veta 1 (Mala Fermatova). Pre kazdé prvoéislo p a kazdé celé &islo n, ktoré nie je delitelné p plati
nP'=1 (mod p).
Pre prirodzené ¢islo n definujeme &islo ¢(n) ako pocet prirodzenych ¢isel mensich ako n, ktoré su s
¢islom n nesudelitelné.

Veta 2 (Eulerova). Pre kazdé nesudelitelné prirodzené ¢isla n, a plati

a?™ =1 (mod n).



