Delitel'nost

Jozef Rajnik

Vlastnosti delitel'nosti

O celych cislach a, d hovorime, Ze ¢islo a je delitelné cislom d, resp. ¢islo d deli ¢islo a, ak
existuje také celé ¢islo k, pre ktoré plati

a=Fk-d.
Tuto vlastnost vieme zapisat ako d | a.
5120, —12 | 60, —18 | —18.

Prejdeme si niekol'ko zakladnych tvrdeni, ktoré okolo delitelnosti platia. Pre Tubovolné celé
¢isla a, b, ¢, d plati:

1. a|a.

2. al0.

3. 1]a.

4. 0| a prave vtedy, ked a = 0.

5. Akd|aad]|b, tak aj d| (a+b).
6. Ak d|aad|b, tak ajd| (a—b).
7. Ak d | a, tak aj d | ca.

8. Ak a|bac|d, tak aj ac | bd.

9. Aka|bab|c takaja|ec.

10. Ak ac|bcac#0,tak a|b.

11. Akd|atbad|a,tak d]|b.

Délezity odhad, ktory nam moéze pomdct ziskat lepsie vztahy o ¢islach a, b: Akb# 0 aa | b,
tak |a| < |b|]. Dokonca, ak neplati a = b, tak 2|a| < |b]|.

Pri delitelnosti st dolezité prvocisla. Prvocislo je také prirodzené ¢islo, ktoré méa prave dvoch
kladnych delitelov: 1 a samého seba. Jedno z ich vyznamnych pouZiti je, Ze kazdé prirodzené
¢islo sa da jednoznacne (az na poradie) napisat ako suc¢in prvocisel. Napr 220 = 2-2-5- 11.
Pomocou rozkladu na prvocisla sa daji mnohé veci dokazat alebo si lepSie predstavit. Ak mame
dané vSeobecne nejaké ¢islo a, zvykneme je rozklad na prvocisla zapisovat ako

o o (e}
a=pt-ps .,
kde p1, p2, ..., pn s prvocisla (vhodne zvolené) a ay, s, ..., a, st nezaporné celé &isla.

1



Najviacsi spolocny delitel ¢isel a, b je najvacsie také celé ¢islo d, ze d | a aj d | b. Oznacujeme
ho (a,b). Ak (a,b) = 1, hovorime, Ze ¢isla a a b st nesiddelitelné. Najmensi spolocny ndsobok
¢isel a, b je najmensie také prirodzeni ¢islo n, ze a | n a b | n. Oznacujeme ho nsn(a, b) alebo
[a, b]. Medzi najvacsim spoloénym delitelom a najmensim spolo¢nym nasobkom plati vztah

(a,b) - la,b] =a-b.
Teraz mozeme ukazat niekolko doélezitych vlastnosti prvocisel a nesudelitelnych ¢isel.

e Ak p je prvocislo a p | ab, tak p | a alebo p | b.
o Ak (d,a) =1ad]|ab, tak d|b.

Ulohy

Uloha 1. Najdite vietky kladné celé ¢isla n, pre ktoré n — 3 | n® — 3.
Uloha 2 (KMS 14/15-L1-3). Néjdite vetky prvocisla p a ¢ také, ze p | ¢°> — 4 a tiez ¢ | p> — 1.
Uloha 3 (MOG60-B-11-2). Najdite vetky dvojice prirodzenych ¢isel a, b, pre ktoré plati

a|lb azaroven  b+1]3a+4.

Uloha 4 (MO60-C-S-3). Nech z, y st také kladné celé ¢isla, Ze obe ¢isla 3z + 5y a 5z + 2y st
delitelné ¢islom 60. Zdovodnite, preco ¢islo 60 deli aj sucet 2z + 3y.

Uloha 5 (MO60-C-1-2). Dokazte, Ze vyrazy 23z +y a 192 +3 st delitelné ¢islom 50 pre rovnaké
dvojice prirodzenych ¢&isel x a y.

Uloha 6 (IMO 1959, tloha 1). Dokazte, Ze pre kazdé celé ¢islo n, je zlomok

2In+4
14n + 3

v zékladnom tvare.

Uloha 7. O celych ¢islach a, b vieme, Ze st nesudelitelné. Rozhodnite, ¢ potom musia byt
nesudelitelné aj nasledujice dvojice ¢isel

a) a+b, ab

b) a* +b*, ab
c) a+b, a—>b
d) @, (a+1)°

Uloha 8. Nech p a ¢ st prvodisla. Zistite, aké hodnoty moze nadobudat najvidsi spoloény
delitel ¢isel p + q a p* + ¢%



Uloha 9 (KMS 16/17-Z1-4). Je dané prvocislo p. Najdite vietky stvorice kladnych celych ¢isel
a, b, ¢, d, pre ktoré plati
ac — bd = p,

ad — bec = 0.
Uloha 10 (KMS 16/17-2Z-5). Najdite vietky prvocisla p, ¢, r také, ze plati
2p+1 + q2 — 7“2.

Uloha 11 (KMS 14/15-72-4). Vodkovi sa zunovalo hrat sa s hrackami, a tak sa zacal hrat s
¢islami. Rozhodol sa néjst vietky také dvojice kladnych celych &isel (a,b), Ze &islo a® + b deli
¢islo a®® + 2b. Vedeli by ste ich najst aj vy?

Uloha 12 (KMS 15/16-Z3-8). Jefo uz nasiel svoje stratené okuliare. Teraz viak stratil priro-
dzené cisla a, b, c. Pamété si, ze kazdé bolo vacsie ako 1 a Ze pre ne platilo:

albe+1, b|ac+1, c|ab+ 1.

Pomdzte mu a najdite vSetky trojice prirodzenych ¢isel (a, b, ¢) vacsich ako 1, ktoré splhaju
uvedené podmienky.

Uloha 13 (MO55-A-I11-5). Najdite vSetky trojice navzajom réznych prvocisel p, g, r splhajice
nasledovné podmienky:
plag+r,  qlr+2p,  rlp+3q

Uloha 14 (MO65-A-I1I-1). Nech p > 3 je dané prvoéislo. Uréte pocet vietkych usporiadanych
Sestic (a,b,c,d, e, f) kladnych celych ¢isel, ktorych sucet je rovny 3p, a pritom vsetky zlomky

a+b b+c c+d d+e e+ f
c+d d+e e+ f f+a a+bd

maji celoc¢iselné hodnoty



Naznaky rieSeni
Hint 2. p lubovolné nepéarne prvocislo, ¢ = 2 alebo p =5, ¢ = 3.

e RozloZte si pravé strany delitelnosti na sac¢in (a* — b?). Ked prvoéislo deli stéin, musi
delit jeden z ¢initelov.

e Rozoberte jednotlivé pripady, ktoré mozu nastat. Vyuzite pritom, Ze ak a | b, tak a < b,
kde a, b st prirodzené cisla.

Hint 3. Zapiste si b = k - a, skimajte, aké moze byt k. Moze vam pri tom prist vhod odhad
a|b=a<b.

Hint 4. Zapiste si vyrazy ako 60k a 60/ a vyjadrite z, y ako zo stutavy dvoch rovnic.

Hint 5. RieSenie 1: Zapiste si jeden vyraz cez 50k, vyjadrite si y a dosadte do druhého vyrazu.
Riesenie 2: Hrajte sa s jednou deliteInostou a odvodzujte z nej dalsie, aby ste sa dopracovali k
druhej delitelnosti.

Hint 6. Nech d | 21n +4 a d | 14n + 3. Kombinujte tieto a dalsie tvrdenia, ktoré dostane o d,
kym sa nedopracujte k d | 1.

Hint 8. Uvazujte prvocislo r, pre ktoré r | p+ q a r | p* + ¢*. Odvozdujte, dalsie delitelnosti,
¢o musia platit. Skugajte ich aj vhodne prenasobovat, aby ste sa zbavili p?.

Vysledok: 2p v pripade, ze p = ¢, 2 v pripade, ak st obe nepéarne; 1 v pripade, Ze jedno je parne
a druhé neparne.

Hint 9. Scitajte a odcitajte rovnice, rozlozte lavé strany oboch rovnic, ktoré dostanete, na
sucin.

Riesene: a =c=(p+1)/2,b=d=(p—1)/2

Hint 11. Upravte vztah delitelnosti na jednoduchsi. Delitelnost ide upravit na tvar a® + b |
b2 + 2b, ten moie platit len pre ,,malé“ hodnoty a, b. Postupne dosadzajte b, prip. a.

Riesenie: a =2, b =1



