Rovnice s celymi ¢islami
Jozef Rajnik, 10. 4. 2021

Co sa oplati robit pri takychto rovniciach?

e viimnut si nejakej delitelnosti;
e sledovat zvysky po deleni, paritu;
e pri prvoéislach osetrit zvlast dvojku (jediné parne prvoéislo);
e upravit rovnicu na sucin;
e vyuzivat odhady a nerovnosti, zvlast tie z delitelnosti.
Uloha 1 (KMS 2011-Z3-2). Néjdite vietky dvojice prirodzenych ¢isel z, y, pre ktoré plati
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Uloha 2 (KMS 2016-Z3-3). Najdite vietky trojice celych ¢isel (a, b, c), pre ktoré plati

a + be = 3¢,
b+ ca = 3a,
c+ ab = 3b.

Uloha 3 (KMS 2014-Z1-5). Ceruzkovyj obrdzok &isel k a I je takyto obrazok.
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Oznacme CO(k,l) pocet bodiek v ceruzkovom obréazku &sel k a [, napriklad CO(14,5) = 60. Nech n
je prirodzené ¢islo, potom ceruzkovy par ¢isla n je taky par prirodzenych éisiel k, [, kde k > 1> 1, Ze
n = CO(k,l).

a) Kol'ko ceruzkovych parov existuje pre ¢isla 2, 8 a 157

b) Kolko ceruzkovych parov existuje pre ¢islo 20147

Uloha 4 (KMS 2014-73-5). Prirodzene krasny Hopko si hlada prirodzene krasne dievéa. Pomézte mu!
N4jdite vetky dvojice prirodzenych &isel a, b takych, Ze plati (a® + b)(a + b%) = (a + b)*.

Uloha 5 (KMS 2016-Z2-5). V jednom mestecku hladaji zlo¢incov, v inom zlato, v Algebrove vsak
hladaju ¢isla. Najdite vSetky prvocisla p, g, r také, Ze plati

Pl 4 % =2



Uloha 6 (KMS 2016-Z3-6). Pre kazdé nezaporné celé ¢islo k najdite vietky nezaporné celé ¢isla x, y, z
také, ze
2? +y? + 27 =8k

Uloha 7 (KMS 2010-Z3-8). Néjdite vietky dvojice prirodzenych ¢isel z a y, pre ktoré plati
2% = 4y + 3]z, 9],
kde [z,y] znac¢i najmensi spolo¢ny nasobok ¢isel z a y.
Uloha 8 (KMS 2015-Z1-8). Jefo stratil okuliare. Ked ich hladal, namiesto nich nagiel prirodzené &isla
a, b, c také, ze:
e a?+1 ab?+ 1 st prvodisla,

o (a®>+1)(B*+1)=c>+1.
Najdite vietky trojice prirodzenych ¢&isel a, b, ¢ splhajice uvedené vlastnosti.
Uloha 9 (KMS 2012-L3-8). Najdite vietky celé &isla m a prirodzené ¢isla a, b také, ze plati
(a+b*)(b+ a?) = 2™,
Uloha 10 (KMS 2009-Z3-8). Najdite vSetky trojice nezapornych celych ¢isel a, b, ¢, pre ktoré plati
2¢ + 3% = 4°,

Uloha 11 (KMS 2009-L3-8). Dokazte, Ze existuje nekonecne vela trojic celych ¢isel a, b, ¢, ktoré st
rieSenim rovnice
a? +b* = +3.

Uloha 12 (KMS 2013-L3-10). Princ Kleofas sa vydal hladat princeznti. Dvorania podla vzoru princa
zacali hladat tieZ. Pomozte im. Najdite vSetky usporiadané trojice (z,y, z) racionalnych ¢isel, ktoré
splaju rovnicu

Py + ety t+z=1

Uloha 13 (KMS 2016-72-10). Najdite vietky dvojice celych &isel (p,m), kde p je prvoéislo, také, ze
plati
P Hmp+2)+4° =m? +p+ 1.

Naznaky rieSeni

1 Upravte na (x — 2011)(y — 2011) = 20112.
{z,y} = {2012,2011% + 2011} alebo z = y = 4022.

2 Pozrite sa na jednu rovnicu a skuste si v nej v8imnut nejakia delitelnost.
Plati a | b | ¢ | a, teda z nerovnosti mame |a| = |b| = |¢|. Vdaka cyklickosti staci vyriesit pre pripady
(a,a,a), (a,a,—a).

K ={(0,0,0),(2,2,2)}.

4 Upravujte, upravujte, ...., kym nedostanete pekny sicin, kde na jednej strane bude len celé ¢islo.
KTucovou tipravou je upravit obe strany na Stvorec a odmocnit. (a —2)(b—2) = 3, teda {a,b} = {3,5}.



5 Rozlozte na sucin 2P = (r — ¢)(r + ¢) a skiimajte ako sa mocnina dvojky rozlozi na dva Cinitele.
Z toho za pomoci parity r urcte, 7ze r — ¢ = 2. Dosad'te a opéat rozlozte na stéin.
(3,3,5)

6 Ak je prava strana delitelna styrmi, tak musi byt aj lava. Co viete povedat o z, y, 2?7 Vyrobte si
potom z nich mengie. Permutécie (23%/2,0,0) pre parne k; permutécie (2(35=1/2 2Bk=1)/2 ) 1+ CZ pre
nepéarne k

8 Vyrieste pre pripad, Ze jedno z a, b je neparne. Potom uvazujte obe parne.

Vyuzite, Ze b? + 1 je prvocislo. Poktste sa upravit rovnicu do tvaru, kde budete mat na oboch stranach
sG¢in, pricom na jednej strane v stéine dostanete b2 + 1.

Vhodny siéinovy tvar je (b2 + 1)a? = (¢ + b)(c — b). Potom ak b*> + 1 | ¢+ b, tak ¢ — b | a®>. Rozoberte
aj druhy pripad. Uvazujte o nerovnostiach.

9 Jednotlivé ¢initele st mocniny dvojky. Odé&itajte ich a rozloZzte na stcin.
Ak a+b? =2t ab+a? =2" (r <p), tak (a+b—1)(a—0b) = 27(2° — 1). Zistite, ktora zatvorka musf
byt parna. Pre s # 0 najdite s vyuZitim nerovnosti spor.



