Klietky

Jozef Rajnik

Definicie pojmov:

e k-regularny graf je taky, kde kazdy vrchol mé stupen prave k.
e obvod grafu je dlzka najkratej kruznice

o (k,g)-graf je k-regularny graf s obvodom presne g

o (k,g)-klietka je najmensi (k, g)-graf

e velkost (k, g)-klietky oznacujeme n(k, g)

Problém klietok spociva v hladani hodnot n(k, g). Za¢neme s tym, Ze si ur¢ime tieto hodnoty pre
nejaké trividlne pripady. Skuste sa zamysliet aj sami, aké by to boli.

Uloha 1. Uréte hodnoty n(2,g) a n(k,3).
Uloha 2. Uréte hodnotu n(k,4)

Budeme sa venovat hlavne pripadu k = 3. Tieto 3-regularne grafy sa tiez nazyvaju kubické. Tiez
zaCneme s malymi pripadmi. Pri nich sa uz oplati objavit nejaky dolny odhad.

Uloha 3. Uréte hodnotu n(3,5).

Uloha 4. Uréte hodnotu n(3,6).

Mozete skasat urcovat hodnoty n(3,g) pre vyssie hodnoty g. Mali by ste prist aspoii na nejaky vse-
obecny dolny odhad.

Zovseobecnenie

e Graf je cyklicky [-stvisly, ak neexistuje mnoZzina [ hran, ktoré ked ostranime, tak dostaneme
aspon dva cyklické komponenty stvislosti.

e (3,9,s)-graf je graf, ktory ma obvod g, v8etky vrcholy stupiia k az na s vrcholov stupna 2.
O nieco Sirsia definicia miesto s vrcholov stupna 2 pripasta s polhran, ktoré vychadzaja len z
jedného vrchola a ich druhy koniec neobsahuje vrchol.

e (3,9, s)-graf je netrividlny, ak je suvisly, cyklicky a nie je to cyklus dlzky g.

Uloha 5. Dokaite, ze existuje najmensi netrivialny (3, g, s)-graf, pre ktory plati:

a) Ziadne dve polhrany nevychédzaja z toho istého vrchola.
b) mé aspon dva vrcholy stupha 3 (toto je relevantné len pre rozsirent verziu pojmu)

¢) mé aspon tri vrcholy stupiia 3 — tu v8ak treba predpokladat, Ze g > z, ur¢te najmensiu hodnotu
x, pre ktora to plati

d) pre g > x neobsahuje dva susedné vrcholy stupiia 2



Uloha 6. Dokaizte, ze pre 1 < s < g plati n(3,g,5) > n(3,9,5 +1) + 1
Uloha 7. Odhadnite n(3,13,12), prip. aj n(3,13,13).

Uloha 8. Na ziklade predoslého odhadu dokazte, Ze (3, 13)-klietka je cyklicky 13-stvisla a kazdy cykly
separujuci rez v ju rozdeluje na kruznicu dlzky 13 a iny komponent.

Uloha 9. Najdite vieobecny odhad pre n(3, g, s).

Uloha 10. Dokézte, ze n(3,g) > £M(3,g), kde M (3, g) je Mooreovsky dolny odhad na velkost (3, g)-
klietky:.



