Uloha 1. Prebieha online hlasovanie medzi variantmi A a B. Predtym, ako Pavol hlasoval, bol pocet
percent hlasov za variant A rovny kladnému celému ¢islu. Pavlovym hlasom sa toto Cislo zvicsilo presne
o 1. Dokdzte, ze pred Pavlovym hlasom mal variant A 18 hlasov.

Nesprdvne riesenie. Predtym, ako Pavol hlasoval, ozna¢me n pocet hlasujicich a a pocet hlasov za
moznost A. Pomer hlasov za moznost A je a/n. Po Pavlovom hlase sa tento pomer zmeni na (a +
1)/(n + 1). Této zmena mé byt rovna ndrastu o 1 %, ¢ize o 1/100. Dostavame tak rovnicu

a—+1 a 1

n+1_n:ﬁ‘

Pred Pavlovym hlasovanim mal variant A 18 hlasov, preto dosadime a = 18 a ekvivalentnymi tpravami
rieSime rovnicu

19 18 1
n+tl n 100’
19n—18(n+1) 1
n(n+1) ~ 100’
(19n — 18n — 18) - 100 = n(n + 1),
100n — 1800 = n? + n,
0 = n? — 99n + 1800,

0= (n—24)(n—175).

Teda celkovy pocet hlasov pred Pavlovym hlasom mohol byt 24 alebo 75 hlasov. Obe hodnoty overime:

n = pred Pavlom po Pavlovi narast o

24 H=1% £=06% 1%
5 B=24% B=25% 1%

Overenie sedi, ¢im je nas dokaz dokonceny. O

Uloha 2. Prebieha online hlasovanie medzi variantmi A a B. Predtym, ako Pavol hlasoval, bol pocet
percent hlasov za variant A rovng kladnému celému éislu. Po pridani dvoch Pavlovyjch hlasov za variant
A sa toto éislo zvdcsilo presne o 1. Dokdzte, Ze pred Pavlovym hlasovanim mal variant A 49 hlasov.

Nesprdvne riesenie. Predtym, ako Pavol hlasoval, ozna¢me n pocet hlasujicich a a pocet hlasov za
moznost A. Pomer hlasov za moznost A je a/n. Po Pavlovych hlasoch sa tento pomer zmeni na
(a+2)/(n+ 2). Tato zmena mé byt rovna ndrastu o 1 %, ¢ize o 1/100. Dostdvame tak rovnicu

a+2 _a_ 1
n+2 n 100

Pred Pavlovym hlasovanim mal variant A 49 hlasov, preto dosadime a = 49 a ekvivalentnymi tipravami
riesime rovnicu

51 49 1
n+2 n ~ 100
51n —49(n+2) 1
n(n+ 2) = 100°
(51n — 49n — 98) - 100 = n(n + 2),
200n — 9800 = n? + 2n,
0 = n? — 198n + 9800,

0 = (n— 98)(n — 100).

Teda celkovy pocet hlasov pred Pavlovym hlasom mohol byt 98 alebo 100 hlasov. Obe hodnoty overime:



n = pred Pavlom po Pavlovi narast o

98 g9 =50% {5=51% 1%
100 8 =49% $5=50% 1%

Overenie sedi, ¢im je nas dokaz dokonceny. O

Toto riesenie je nesprdvne, nakolko v tejto situdcii mohol mat variant A aj 36, aj 37 hlasov:

pred Pavlom po Pavlovi néarast o

V=% B=76% 1%
H=14% B=15% 1%

Uloha 3. Kolko najviac jazdcov moino umiestnit na Sachovnicu 8 x 8 tak, aby sa Ziadni dvaja neo-
hrozovali?

Nesprdavne riesenie. Jazdec na bielom policku ohrozuje iba ¢ierne policka. Bielych policok je 32. Preto
ak umiestnime 32 jazdcov na vsetky biele policka, tak ohrozené sui len ¢Cierne, teda ziaden iny jazdec
nie je neohrozeny. Zaroven, lahko skontrolujeme, Ze vSetky ¢ierne policka si ohrozené, takZze nevieme
uz pridat 33. jazdca. Teda najvicsi pocet jazdcov je 32. O

Uloha 4. I Kolko nagviac jazdcov mozno umiestnit na Sachovnicu 8 x 8 tak, aby sa Ziadni dvaja
neohrozovali?

Nesprdavne rieSenie. Jazdec na bielom policku ohrozuje iba cierne policka. Bielych policok je 32. Preto
ak umiestnime 32 jazdcov na vsetky biele policka, tak ohrozené siu len cierne, teda Ziaden iny jazdec
nie je neohrozeny. Co ak by sme umiestnili 33 jazdcov? Mdme 33 jazdcov, ale len 32 bielych a 32
éiernych poliéok. Preto musia existovat dvaja jazdci na polickach roznych farieb a tito dvaja jazdci
sa budi ohrozovat. Teda umiestnit viac ako 32 jazdcov nie je moiné. Teda najvicsi pocet jazdcov je

32. ]

Uloha 5. 2 Kolko najviac strelcov mozno umiestnit na Sachovnicu 8 x 8 tak, aby sa Ziadni dvaja
neohrozovali?

Nesprdvne riesenie. Pre kaZdé policko si napisme, o kolko
policok prideme, ked nar umiestnime strelca. Ked'Ze chceme
umiestnit ¢o najviac strelcov, tak ich chceme umiestriovat na
policka s ¢o nmajmensimi c¢islami. Najmensie ¢isla siu po ob-
vode Sachovnice — ¢isla 8. Preto zaéneme umiestriovat strelcov
tam. Zacéneme prvym riadkom, kedZe tam sa strelci meohro-
zuji. Potom ndm ostane este 6 neohrozengjch policok v posled-
nom riadku. Na vietky z nich tieZ vieme umiestnit strelcov.
Tak sme dostali 8 + 6 = 14 strelcov. Kedze sme ich ddvali na
policka, ktoré ohrozovali najmenej policok, tak ide o najvicsi
pocet, ktory sa dd umiestnit. O

10| 10| 10| 10| 10| 10
1012 12| 12| 12| 10
10| 12| 14| 14| 12| 10
10| 12| 14| 14| 12| 10
10| 12| 12| 12| 12| 10
10| 10| 10| 10| 10| 10

o | | Co| o S| Co| | Co
S| 0| Co| o S| Co| 0| Co

K rovnakému vysledku by sme prisli aj ak by sme umiestnili strelca na policko s najmensim cislom
a potom vietky ¢isla upravili na pocet este neohrozenijch poliéok, o ktoré prideme, ked tam umiestnime
strelca. Tento proces budeme opakovat aZ kiym sa nebude dat umiestnit d'alsi strelec.

Uloha 6. 3 Ziak si zndmkou z poslednej pitminutovky zlepsil celkovy priemer zndmok z 2,6 na 2, 5.
Kolko pitminutoviek celkom pisal? Uréte vietky moznosti. (Mozné zndmky si 1, 2, 3, 4 ,5.)

Nesprdvne riesenie. Oznacme p pocet zndmok a s ich sucet. Poslednd zndmka mohla byt len 1 alebo
2, inak by sa priemer zhorsil.



Ak bola poslednd 1-ka, tak

S 137 S+1:2’5:§,
P ) p+1 2

5s = 13p, 2s =bp+ 3.

Od dvojndsobku prvej rovnice odpocitame pitndsobok druhej: 0 = 26p — 25p — 15, cize p = 15. Ziak
teda mohol celkom napisat 15+ 1 = 16 pisomiek.

Ak bola poslednd zndmka dvojka, tak analogicky mdme rovnice

Soge=, H2_p5-2
p 5 p+1 2

z ¢oho dostaneme rieSenie p =5, teda 6 pisomiek.

Ziak teda mohol celkovo napisat 6 alebo 16 pisomick. O

Uloha 7. 4 Kladné redlne ¢isla x, y, z splﬁajll nerovnosti xy > 2, xz > 3, yz > 6. Akiu najmensiu
hodnotu méze nadobidat vijraz 13x? + 10y? + 5227

Nesprduvne riesenie. KedZe chceme ndjst ¢o najmensiu hodnotu vyjrazu 13z + 10y% + 522, tak aj
premenné x, y, z musia byt ¢o najmensie. Tie si viak viazané nerovnostami xy > 2, vz > 3, yz > 6.
Aby boli ¢o najmensie, tak vo vsetkijch nerovnostiach musia nastat rovnosti. Teda musi platit xy = 2,
rz = 3, yz = 6. Tiito sistavy vyriesime: vyjadrime y = 2/x, z = 3/x a dosadime do yz = 2-3/x* = 6,
z ¢oho ndm vyjde x* = 1, ¢ize v = 1, ked’Ze = je kladné. Spitnym dosadenim mdme y = 2 a z = 3.
Cize najmensia hodnota vjrazu je 13- 12 4+10-22 +5- 32 = 98. O

Uloha 8. 5 Sicet 74 (nie nutne réznych) redlnych éisel z uzavretého intervalu [4,10] je 356. Urcte
najudcsiu mozniu hodnotu siuctu ich druhiych mocnin.

Nesprdvne riesenie. KedZe chceme dostat ¢o najvicsi sicet druhigjch mocnin a druhé mocniny rasti
tym wviac, &m vicésie ¢isla mocnime, tak chceme mat o najviac 10-tok. Aby sme dostali ¢o najviac
10-tok, tak musime mat zvysné céisla ¢o najmensie, teda samé Stvorky. Ak si oznacime pocet 10-tok
ako x, tak pocet 4-iek je 74 — x. Potom mdme siucet

10z + (74 — x)4 = 356,

z ¢oho dostaneme x = 10. Teda mdme 10 desiatok a 64 stvoriek, ¢o nam ddva najvicsiu mozZni hodnotu
stictu druhgch mocnin 10 - 10% + 64 - 42. O

Uloha 9. 5 Sicet 74 (nie nutne roznych) redlnych ¢isel z uzavretého intervalu [4,10] je 356. Urcte
najuicsiu mozniu hodnotu suctu ich druhiych mocnin.

Nesprdvne riesenie. KedZe chceme dostat ¢o najvicsi sicet druhigjch mocnin a druhé mocniny rasti
tym viac, ¢im vicsie ¢isla mocnime, tak chceme mat ¢o nagviac 10-tok. Aby sme dostali ¢o najviac
10-tok, tak musime mat zvysné éisla ¢o najmensie, teda samé stvorky. Ak si oznacime poéet 10-tok
ako x, tak pocet 4-iek je 74 — x. Potom mdme sucet

10z 4 (74 — z)4 = 356,

z ¢oho dostaneme x = 10. Teda mdme 10 desiatok a 64 Stvoriek, ¢o ndm ddva najvicsiu mozni hodnotu
stctu druhych mocnin 10 - 102 4 64 - 42.

Ak by sme cheeli dostat vicsiu hodnotu, tak by sme museli nejaki hodnotu zvicésit. Ked'Ze desiatky
2wicsovat nemoézeme, tak musime 2vicsit stvorku, napr. na hodnotu 4 + x. Ale nasich T4 ¢&isel md



rovnakyj sicet. Pre zachovanie tohto sictu musime teda nejaké ¢islo 10 zniZit. Potom miesto 4% + 102
budeme mat (4 + x)? + (10 — )2, ale plati:

(44 2)%+ (10 — 2)? < 42 + 102, (1)

42 4 8z 4 2% 4+ 10% — 20z + x2 < 4% 4+ 102, (2)

222 — 122 < 0, (3)

2z(z —6) < 0. (4)

()

A to plati, kedZe 0 < x < 6, lebo pre x > 6 by sme touto zmenou len vymenili éisla 4 a 10 alebo by
sme ich dostali mimo interval [4,10]. O



Uloha 10. 5 Sicet 74 (nie nutne réznych) redlnych éisel z uzavretého intervalu [4,10] je 356. Urcte
najuicsiu mozniu hodnotu siuctu ich druhych mocnin.

Nespravne riesenie. Nech sa tdto najvicsia moznd hodnota nadobida pre ¢isla ay,az, ..., a74.

Ukdzeme, Ze najviac jedno z c¢isel ayi,as, ..., a7 je rozne od 4 a 10. Pre spor predpokladajme, Ze
mdme také dve cisla. Oznacme si ich a;, a; tak, aby platilo 4 < a; < aj < 10. Potom pre x > 0 plati

2(aj — ai)x + 222 > 0,
—2a;x + 2% + 2ajx + 2 > 0,
a?anim+x2+a]2-+2ajx+x2 > a?+a§,
(a; — 2)* + (aj +2)* > a? + a?.
Pritom hodnotu x vieme zvolit dostatoéne mali tak, aby obe z ¢isel a; — x a aj + x boli z intervalu

[4,10]. Teda nahradenim cisel a;, a; za ¢isla a; — x, a; + x zvysi hodnotu skimaného vyrazu. To je v
spore s tym, Ze slo o maximdlnu hodnotu.

Nech medzi éislami ay,ag, . .., aq47 je a-krdat éislo 4. Potom medzi nimi mdme (73 — a)-krdt ¢islo 10
a jeden krdt nejaké cislo x € (4,10] (nemdze ist o cislo 4, lebo tie sme oznadcili vietky, ale ¢islo 10 to
stdle moze byt). Musi platif

da+ (73 — a) - 10 + x = 356, teda x = 6a — 374.

Kedze ¢islo 6a — 374 ddva zvysok 4 po deleni Siestimi, tak jedind moznd hodnota ¢isla x je 10, a teda
a = 64. Tak sme dostali jedinu mozZniu 47-micu pozostdvajicu z 64 Stvoriek a 10 desiatok. To ddva
mazximdlnu hodnotu 2024.

O



