Hladanie chyb v rieSeniach
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Uloha 1. Student md priemer 3,46. Po ziskani d’al§ich dvoch zndmok mu stipol priemer na 3,5. Kolko zndmok
Student celkovo dostal? Ndajdite vSetky moznosti.

Pokus o riesenie. Oznacme n koneény pocet znamok, s ich stucet a x sicet dvoch znamok, ktoré student ziskal
ako posledné. Podmienky na priemery zo zadania vieme pomocou tjychto premennych vyjadrit ako
s s—x

5 =35
n 7’ n—2

= 3,46.

Z prvej rovnice si vyjadrime s = 3,5n. Druhu rovnicu upravime na s — x = 3,46n — 6,92 a dosadime do nej
vyjadrenie s:

3,5n —x = 3,46n — 6,92,
0,04n = x — 6,92,
n = 2bx — 173.

Ked mal student priemer 3,46, tak musel mat asponi jednu zndmku, ¢ize musi platit n —2 > 1, tedan > 3. Z
toho dostaneme 25z — 173 > 3, ¢o plati prave pre 25z > 176 < = > 8. A ked'ze z < 10, nakolko ide o stcet
dvoch znamok, tak jediné mozné hodnoty pre x su 8, 9 a 10. Po dosadeni do n = 25z — 173 dostaneme, ze
véetky mozné hodnoty pre n si 27, 52 a 77. Student teda mohol celkovo dostat 27, 52 alebo 77 znémok. O

Uloha 2. Kladné redlne éisla xz, Y, 2 spl/ﬁajzi nerovnosti xy > 2, xz > 3, yz > 6. Akid najmensiu hodnotu méze
nadobidat vyraz 13x% 4+ 10y? 4+ 5222

Pokus o riesenie. Ked'ze chceme néjst ¢o najmensiu hodnotu vyrazu 13xz2 + 10y? + 522, tak aj premenné z, y,
z musia byt ¢o najmensie. Tie st viak viazané nerovnosfami zy > 2, zz > 3, yz > 6. Aby boli ¢o najmensie,
tak vo vSetkych nerovnostiach musia nastatf rovnosti. Teda musi platif zy = 2, zz = 3, yz = 6. Ttito ststavy
vyriesime: vyjadrime y = 2/x, 2 = 3/x a dosadime do yz = 2-3/2? = 6, z ¢oho nam vyjde 2% = 1, ¢ize
z = 1, kedze z je kladné. Spitnym dosadenim méme y = 2 a z = 3. Cize najmensia hodnota vyrazu je
13-12+10-22 +5- 3% = 98. O

Uloha 3. Na pldne 7 x 7 ukrytd lod 2 x 3. Na kolko najmenej poli¢ok musime vystrelit, aby sme ju s istotou
asporni raz zasiahli?

Pokus o riesenie 1. Neoplati sa nam strielat na kraj, kedze v strede pokryjeme
viac pozicii lode, TieZ sa nam neoplati sa ndm dévat vystrely vedla seba, lebo ked X X (X
st d'alej od seba, tak pokryjui viac moznych pozicii lode. Avsak nechceme strielat s
medzerou dvoch poli¢ok, lebo moze byt medzi nimi lod. Optimélne je preto strielat X ¢ X
s rozostupom jedného policka. Najmenej vystrelov je preto 9, ako je vyznacené na
obrazku. Vystreli st rozmiestnené rovnomerne podla pravidiel, ktoré sme ukézali. Ak X X %
by sme pouzili o jeden vystrel menej, tak uz by sme niekde vedeli umiestnit lod. O

Pokus o riesenie 2. Pre kazdé politko spocitame pocet pozicif lodi, ktoré by sme trafili vystrelom nan (tabulka
vlavo). Aby sme dosiahli ¢o najmenej vystrelov, tak musime strelif na policko, kde zasiahneme €o najviac
moznych lodi - teda 12. Takych policok je viac, no ked vyberieme stredné, tak tym pokryjeme vetky dvanastky.
Preto za¢neme stredom.

2141555412 21455542

418 )10{10]110| 8| 4 418198[9]8]4 X X
511012121210 5 519181381915 X X
51101212 (12[10( 5 5183 |X]3|8]5 X
511012121210 5 51981381915 X X
418 )10{10]110| 8| 4 418198[9]8]4 X X
2141555412 214555142

Potom si znovu prepoéitame pocet lodi, ktoré zasiahneme na jednotlivych polickach (tabulka v strede).
Najviac vieme pokryt 9 pozicif lodi, a to na 6smych polickach. Dokonca tieto poli¢ka st rozmiestnené rovnomerne
okolo stredu. Ak vystrelime na vietky z nich (tabulka vpravo), tak tym pokryjeme vietky mozné pozicie lode.

.....

mozny. O



Uloha 4. Prebieha online hlasovanie medzi variantmi A a B. Predtym, ako Pavol hlasoval, bol pocet percent
hlasov za variant A rovny kladnému celému ¢islu. Pavlovgm hlasom sa toto ¢islo zvicsilo presne o 1. Dokdzte,
ze pred Pavlovym hlasom mal variant A 18 hlasov.

Pokus o riesenie. Predtym, ako Pavol hlasoval, oznaéme n poéet hlasujiicich a a pocet hlasov za moznost A.
Pomer hlasov za moznost A je a/n. Po Pavlovom hlase sa tento pomer zmenf na (a + 1)/(n + 1). Tdto zmena
mé byt rovna ndrastu o 1 %, ¢ize o 1/100. Dostdvame tak rovnicu

a+1 a 1

n+l n 100

Pred Pavlovym hlasovanim mal variant A 18 hlasov, preto dosadime a = 18 a ekvivalentnymi ipravami rieSime
rovnicu

19 18 1
n+l n 100’
19n — 18(n + 1) 1
n(n+1) ~ 100
(19n — 18n — 18) - 100 = n(n + 1),
100n — 1800 = n2 + n,
0 =n? — 99n + 1800,

0= (n—24)(n—75).

Teda celkovy pocet hlasov pred Pavlovym hlasom mohol byt 24 alebo 75 hlasov. Obe hodnoty overime:

n = pred Pavlom po Pavlovi nérast o

24 3=T5% £=70% 1%
O B=24% B=25% 1%

Overenie sedi, ¢im je nas dokaz dokonceny. O

Uloha 5. Kolko ezistuje vsetkych 6-cifernych cisel, ktoré neobsahuji cifru 0 a zdroven obsahuji aspori jednu
cifru 12

Pokus o riesenie. Kedze ¢isla nemaji obsahovaf 0, tak ndm ostdva 9 cifier, z ktorych moézeme &isla skladat.
Niekde musime mat jednotku — pre jej poziciu mame 7 moznosti, kde moze byt. Potom nam ostane 6 pozicii, na
ktoré mézeme uz davat Tubovolné z 9 cifier. Teda celkovo na tieto pozicie mame 9¢ moznosti (pravidlo sicinu).
To este vynasobime moznostami pre poziciu jednotky, ¢o ndm dé celkovy pocet 7 - 95 hladanych éisel. O

Uloha 6. Na vedierku sa zislo n ludi, z ktorych kazdy poznd aspori 3 ingch ludi z vecierka (zndmosti si
vzdjomné). Dokdzte, Ze v kaZdej takejto situdcii moZno vybrat Styroch ludi a posadit ich okolo okmihleho stola
tak, aby kazdy z nich sedel medzi dvomi zndmymi.

Pokus o riesenie. Tvrdenie dokdZeme matematickou indukciou podla n. Ked si vyberieme jedného hosta, tak
pozné este troch ostatnych. Teda na vecierku musia byt aspoii 4 Iudia.

Baza. Pre n = 4 musi kazdy ¢lovek poznat vsetkych troch ostatnych. Teda moézeme ich hocijako posadit
okolo okrihleho stola a tym splnime zadanie.

Indukény krok. Predpokladajme teraz, Zze tvrdenie plati pre nejaké n (IP) a dokézeme, Ze plati aj pre
n+ 1. Uvazujme veéierok s n fud'mi, kde kazdy pozn4 asponn 3 ostatnych. Podla indukéného predpokladu v iom
vieme posadit 4 Tudi okolo okrihleho stola. Ak na veéierok priddme este jedného hosta, tak dostaneme n -+ 1
Tudi. Stéle kazdy poznd aspon 3 ostatnych a stdle na fiom vieme néjst 4 ludi, ktorych mozno posadit okolo
okruhleho stola — tych, ¢o pred tym. Tvrdenie teda plati aj pre n + 1, ¢im je dokaz indukciou hotovy. O

Dalsie tlohy nie st vytlacené, ale viete ich néjst na stranke letnej skoly pre pripad potreby.



Uloha 7. Kolko najviac jazdcov mozno umiestnit na Sachovnicu 8 x 8 tak, aby sa Zadni dvaja neohrozovali?

Pokus o riesenie 1. Jazdec na bielom policku ohrozuje iba ¢ierne policka. Bielych poli¢ok je 32. Preto ak umiest-
nime 32 jazdcov na vSetky biele policka, tak ohrozené su len Cierne, teda ziaden iny jazdec nie je neohrozeny.
Zaroven, Tahko skontrolujeme, Ze vSetky ¢ierne poli¢ka si ohrozené, takZe nevieme uz pridat 33. jazdca. Teda
najvacsi pocet jazdcov je 32. O

Pokus o riesenie 2. Jazdec na bielom policku ohrozuje iba ¢ierne policka. Bielych policok je 32. Preto ak umiest-
nime 32 jazdcov na vsetky biele policka, tak ohrozené su len cierne, teda ziaden iny jazdec nie je neohrozeny.
Co ak by sme umiestnili 33 jazdcov? Mame 33 jazdcov, ale len 32 bielych a 32 &ernych policok. Preto musia
existovat dvaja jazdci na polickach roznych farieb a tito dvaja jazdci sa budi ohrozovat. Teda umiestnit viac
ako 32 jazdcov nie je mozné. Teda najvacsi pocet jazdcov je 32. O

Uloha 8. Sicet 74 (nie nutne réznych) redlnych cisel z uzavretého intervalu [4,10] je 356. Uréte najvicsiu
moznid hodnotu suctu ich druhigjch mocnin.

Pokus o riesenie 1. KedZe chceme dostat ¢o najvicsi stcet druhych mocnin a druhé mocniny rastd tym viac,
¢im viicsie ¢isla mocenime, tak chceme maf o najviac 10-tok. Aby sme dostali ¢o najviac 10-tok, tak musime
maf zvysné éisla ¢o najmensie, teda samé Stvorky. Ak si oznaéime pocet 10-tok ako z, tak pocet 4-iek je 74 — x.
Potom mame sticet

10z 4 (74 — )4 = 356,

z ¢oho dostaneme x = 10. Teda mame 10 desiatok a 64 Stvoriek, ¢o ndm dava najvac¢siu moznu hodnotu sucétu
druhych mocnin 10 - 102 + 64 - 42. O

Pokus o riesenie 2. KedZe chceme dostat ¢o najviicsi stcet druhych mocnin a druhé mocniny rastt tym viac,
¢im vicsie ¢isla mocnime, tak chceme mat ¢o najviac 10-tok. Aby sme dostali ¢o najviac 10-tok, tak musime
maft zvysné éisla ¢o najmensie, teda samé stvorky. Ak si oznaéime pocet 10-tok ako z, tak pocet 4-iek je 74 — x.
Potom mame stcet

10z + (74 — )4 = 356,

z ¢oho dostaneme z = 10. Teda mame 10 desiatok a 64 Stvoriek, ¢o ndm dava najvéacsiu mozni hodnotu suctu
druhyrch mocnin 10 - 102 4 64 - 4.

Ak by sme cheeli dostaf viésiu hodnotu, tak by sme museli nejakd hodnotu zvicsit. Ked'ze desiatky zviésovat
nemozeme, tak musime zvicsit Stvorku, napr. na hodnotu 4 + x. Ale nagich 74 &isel m4 rovnaky stcet. Pre
zachovanie tohto stiétu musime teda nejaké éislo 10 znizit. Potom miesto 424102 budeme mat (4+z)%+(10—z)2,
ale plati:

(4+2)% + (10 — 2)% < 4% 4+ 102,

42 4 8z 4+ 2% +10% — 20z + 2% < 4% +10?,
2% — 122 < 0,
2z(x —6) <O.

A to plati, kedZze 0 < x < 6, lebo pre x > 6 by sme touto zmenou len vymenili &sla 4 a 10 alebo by sme ich

dostali mimo interval [4, 10]. O
Pokus o riesenie 3. Nech sa tato najvicsia mozna hodnota nadobuida pre ¢&isla aq, as, - .., az4.
Ukéazeme, ze najviac jedno z ¢isel aq, as, ..., ar4 je rozne od 4 a 10. Pre spor predpokladajme, ze mame také

dve ¢isla. Oznacme si ich a;, a; tak, aby platilo 4 < a; < a; < 10. Potom pre « > 0 plati

2(a; — a;)x + 2% > 0,
—2a;x + %+ 2ajx + 22 > 0,
a? 72a¢x+12+a§+2ajx+x2 > aera?,
(ai —2)* + (aj + 2)* > a? + a?.
Pritom hodnotu z vieme zvolit dostatotne malu tak, aby obe z ¢isel a; — z a a; + x boli z intervalu [4, 10]. Teda

nahradenim ¢isel a;, a; za ¢isla a; — x, a; + x zvysi hodnotu skimaného vyrazu. To je v spore s tym, Ze §lo o
maximalnu hodnotu.

Nech medzi ¢islami ag,ag,. .., a47 je a-krét ¢islo 4. Potom medzi nimi méme (73 — a)-krat ¢islo 10 a jeden
krat nejaké ¢islo x € (4,10] (nemdze ist o &islo 4, lebo tie sme oznaéili vietky, ale &fslo 10 to stdle moze byt).
Musi platit

4da+ (73 —a) - 10 + x = 356, teda  x = 6a— 374.



Ked'ze &islo 6a — 374 ddva zvySok 4 po deleni Siestimi, tak jedind moznd hodnota &sla = je 10, a teda a = 64.
Tak sme dostali jedinii moznu 47-micu pozostavajicu z 64 stvoriek a 10 desiatok. To ddva maximalnu hodnotu
2024. O

Uloha 9. Prebicha online hlasovanie medzi variantmi A a B. Predtym, ako Pavol hlasoval, bol pocet percent
hlasov za variant A rovny kladnému celému ¢islu. Po pridani dvoch Pavlovijch hlasov za variant A sa toto c¢islo
zvdcsilo presne o 1. Dokdzte, Ze pred Pavlovym hlasovanim mal variant A 49 hlasov.

Pokus o riesenie. Predtym, ako Pavol hlasoval, ozna¢me n poéet hlasujicich a a pocet hlasov za moznost A.
Pomer hlasov za moznost A je a/n. Po Pavlovych hlasoch sa tento pomer zmenf na (a+2)/(n+2). Tdto zmena
mé byt rovna ndrastu o 1 %, ¢ize o 1/100. Dostdvame tak rovnicu

a+2 a 1

n+2 n_ 100

Pred Pavlovym hlasovanim mal variant A 49 hlasov, preto dosadime a = 49 a ekvivalentnymi dpravami rieSime
rovnicu

51 49 1
n—+ 2 n - 100’
51n — 49(n + 2) 1
n(n+ 2) ~ 100’
(51n —49n — 98) - 100 = n(n + 2),
200n — 9800 = n? + 2n,
0 = n? — 198n + 9800,

0 = (n —98)(n — 100).

Teda celkovy pocet hlasov pred Pavlovym hlasom mohol byt 98 alebo 100 hlasov. Obe hodnoty overime:

n = pred Pavlom po Pavlovi ndrast o
49 51

98 55 =950 % 105 = o1 % 1%

100 {55=49% +5=50% 1%

Overenie sedi, ¢im je nas dokaz dokonceny. O

Uloha 10. Kolko najviac strelcov mozno umiestnit na Sachovnicu 8 x 8 tak, aby sa Ziadni dvaja neohrozovali?

Pokus o riesenie. Pre kazdé policko si napidme, o kolko poli¢ok prideme, ked’ naii umiestnime strelca.

Kedze chceme umiestnif ¢o najviac strelcov, tak ich chceme 8| 88|88 |8 |88
umiestiiovat na policka s ¢o najmensimi éislami. Najmensie ¢isla st 8 10|10 | 10|10 10|10 |8
po obvode Sachovnice — é&isla 8. Preto za¢neme umiestiiovat strelcov 8| 10] 12 12| 12| 12 | 10 | 8
tam. Za¢neme prvym riadkom, ked'ze tam sa strelci neohrozuji. Po- 8110 |12 | 14| 14 | 12 | 10 | 8
tom nam ostane este 6 neohrozenych policok v poslednom riadku. Na 8110 |12 | 14| 14| 12|10 | 8
vietky z nich tieZ vieme umiestnit strelcov. Tak sme dostali 84+-6 = 14 8110|1212 | 12|12 |10 | 8
strelcov. KedZe sme ich dédvali na poli¢ka, ktoré ohrozovali najmenej 8| 10|10 | 10| 10| 10 | 10 | 8
policok, tak ide o najvicsi pocéet, ktory sa dé umiestnit. 8| 8 8 8 8 8 8 | 8

K rovnakému vysledku by sme prisli aj ak by sme umiestnili strelca na poli¢ko s najmensim ¢islom a potom
vietky ¢&isla upravili na pocet eSte neohrozenych policok, o ktoré prideme, ked’ tam umiestnime strelca. Tento
proces budeme opakovat az kym sa nebude dat umiestnit d'alsi strelec. O



