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Uloha 1. Dokézte, ze pre vSetky prirodzené ¢isla n > 2 plati

1 n 1 P 1 - 1
n+1 n+2 2n = 27
Uloha 2. Dokézte, ze pre Iubovolnych n kladnych redlnych &fsel 1, o, ..., T, so si¢inom 1 plati

1 +x2+...+x2H >N
Zistite, kedy nastéva rovnost.

Uloha 3. Dokéite, e pre Tubovolnych n kladnych redlnych &isel plati

ap+az+...+an
n

> Yaias...ay,.

Zistite, kedy nastdva rovnost. Ide o tzv. nerovnost medzi aritmetickym a geometrickym priemerom
(skratene AG nerovnost).

Uloha 4 (Cauchyho-Schwarzova nerovnost ). Dokéite, ze pre lubovolnych 2n redlnych &sel ag, as, .. .,
an, b1, ba, ..., by plati

(a1by + asby + ... 4 anbp)> < (a2 4+ a3 + ...+ a2) (b3 4+ b3 + ... +b2).

Uloha 5 (PraSe 26. rocnik, 4. séria, iloha 5). Pre dané prirodzené ¢islo n > 2 vypiseme vsetky zlomky
tvaru p—i}, kde éfsla p, ¢ st nesidelitelné a navyse splitaji podmienky 0 < p < g <nap-+q > n.
Dokazte, ze sucet vSetkych takychto zlomkov je rovny %

Uloha 6. Dokézte, Ze kazdd sumu vicsiu ako 4 centy vieme zaplatit len pomocou dvoj- a pitcentoviek.

Uloha 7 (PraSe 26. ro¢nik, 4. séria, tuloha 3). Nech x je redlne ¢islo a = + % je celé ¢islo. Dokézte, ze
potom aj ™ + ™" je celé ¢islo pre vSetky prirodzené ¢isla n.

Uloha 8 (KMS 15/16, 1. zimn4 séria, tloha 7). Zajo je krasny a preto si aj svoj plot chce natriet
krésne. Krasny plot musi spliiat nasledujice pravidla:
e ziadne dve susedné latky nemaju rovnaku farbu,

e nevieme z plota vybrat styri latky (nie nutne susedné) bez zmeny ich poradia tak, aby boli
natreté v poradi X, Y, X, Y, pre ziadne dve rozne farby X, Y.

Kolko najviac latiek méze mat Zajov plot, ak nechce pouzif viac ako n roznych farieb?

Uloha 9 (KMS 06/07, 1. zimn4 séria, tiloha 11). Na ostrove Zje n domorodcov. Jedného diia nacelnik
rozhodol, Ze vSetci (vrdtane neho) si urobia a budi nosit ndhrdelnik zlozeny z 0 alebo viac jednofa-
rebnych kamienkov. Dvaja domorodci maji mat asponl jeden kamienok rovnakej farby prave vtedy,
ked' st priatelia.

a) Dok4zte, ze domorodci moézu splnit nacelnikov rozkaz.

b) Aky je minimdlny pocet farieb kamienkov potrebny na to, aby sa dal splnit ndcelnikov rozkaz bez
ohladu na priatelské vzfahy na ostrove?



Uloha 10 (PraSe, 2. ro¢nik, 2. séria - 4). Nech z, y a z si rozne celé ¢isla a n prirodzené ¢islo.
Dokazte, ze potom
n n

% y
G927 w-n—2  G-0(-y

ZTL

je celé cislo.

Uloha 11 (PraSe 19. ro¢nik, 2. séria, 7. tloha). Majme dve postupnosti prirodzenych éisel x =
(1, yxn), ¥y = (Y1, -, Ym), kde m, n € N. Dokdzte, ze (T1,...,Zn, Y1, Ym) = (Yly -y Ym, T1y- -,
T,,) prave vtedy, ked existuje taka postupnost ¢t = (¢4, ..., 1), Ze x je n/k-krat zopakovana postupnost
t a y je m/k-krat zopakovand postupnost t.

Uloha 12 (KMS 2002/3-L1-11). Nech S je podmnozina 2n mrezovych bodov vo Stvorci n x n
mrezovych bodov. Kazdé dva body (ktoré mozu byt) si spojené vodorovnou alebo zvislou ¢iarou
(rovnobeznou so stranami obdfinika). Dokézte, ze sa tam musi nachddzat uzavretd lomend ¢iara z
tych spojnic.

Uloha 13. Leteckd sief m miest pozostava z m miest, medzi ktorymi zabezpecuju leteckii prepravu
dve spolo¢nosti a medzi kazdymi dvoma mestami lieta priama linka prave jednej spolo¢nosti. Nazvime
kliku miest takd skupinu miest, Ze medzi kaZzdymi dvoma mestami lieta t4 istd spolo¢nost. Dokdzte,
ze pre kazdé prirodzené ¢islo [ existuje prirodzené ¢islo R(l) (nazyva sa Rameseyovo ¢islo) také, ze pre
kazdé m > R(l) v kazdej leteckej sieti m miest mozno néjst kliku obsahujicu [ miest.

Uloha 14 (PraSe 26. ro¢nik, 4. séria, tloha 7). Nech X je mnozina obsahujica (215:24) + 1 redlnych
¢isiel, k > 2. Dokéazte, Ze existuje rasttica alebo klesajtica postupnost {xi}le ¢isiel z C' taka ze pre
vietky i € {2,...,k — 1} plati

|xiv1 — x1| > 2|z — 1]

Uloha 15 (PraSe 26. roénik, 4. séria, tloha 4). Dokdzte, Ze medzi Tubovolnymi 201 roznymi celymi
¢islami v absolitnej hodnote mensimi nez 199 sa vzdy néjdu tri, ktorych sicet je nula.



