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Matematickou indukciou dokazujeme tvrdenia typu: Dokazte, ze pre vSetky prirodzené ¢isla n > a plati tvrdenie
V(n). Dokaz ma dve casti:

1° Dokéazeme, ze plati V(a) (baza indukcie).

2° Dokézeme, ze pre vetky prirodzené k > a plati V(k) = V(k + 1) (indukény krok).
Uloha 1. Dokazte, ze pre vSetky prirodzené ¢isla n plati

a) 1+2+4...+n= "0t

b) 5| n® —n,

¢) p|nP —n, kde p je lubovolné prvoéislo (Mald Fermatova veta),

1 3 5 2 —1
d) —+>+=+...+ =
n n n n

n,

e) 13425433+ .. .03 =(14+2+3+...4n)2,
f) 31|57 62771,
g) 1-204+2.21 4+3.224 . n.- 2" =(n—-1)2" +1.

Uloha 2. V rovine je rozmiestnenych n kruznic, z ktorych kazda pretina vsetky ostatné. Dokazte, ze oblasti
roviny, ktoré tieto kruznice vyélefiuji, mozno ofarbit dvoma farbami tak, aby Ziadne dve susedné oblasti nemali
rovnaku farbu.

Uloha 3. Danych je n priamok v rovine. Najviac na kolko oblast{ mézu tieto priamky rozdelif rovinu?
Uloha 4. Dokazte, ze pre vSetky prirodzené ¢isla n platia nerovnosti

a) n! > 2" (zistite, pre ktoré n nerovnost plati),

b) (14 )" > 1+ nz, kde z € (—1,00) (Bernoulliho nerovnost),

c) 2" Ha™ +b") > (a +b)",
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Ked chceme dokdzat platnost V(k + 1), niekedy ndm nestadi predpoklad, ze plati len V (k). Rozmyslite si, Ze
pri indukcii mézeme predpokladat, Ze platia vsetky V (1), V(2), ..., V(k).

Uloha 5. Dokézte, ze kazdd sumu vicsiu ako 4 centy vieme zaplatit len pomocou dvoj- a pétcentoviek.
Uloha 6. Dokazte, 7ze pre lubovolnych n kladnych redlnych &isel x1, xa, ..., @, so si¢inom 1 plati
1 +xo+ ...+ x5 > N.

Zistite, kedy nastdva rovnost.

Uloha 7. Dokézte, Ze pre lubovolnych n kladnych redlnych éisel z1, o, ..., @, plati nerovnost
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Uloha 8. Dokézte, e pre Tubovolnych n kladnych realnych éfsel plati

ay +az+...+an
n

> Yaias...ay.

Zistite, kedy nastdva rovnost. Ide o tzv. nerovnost medzi aritmetickym a geometrickym priemerom (skratene
AG nerovnost).

Uloha 9. Dokézte, Ze pre lubovolnych 2n redlnych éisel ai, as, ..., an, b1, ba, ..., by plati
(a1by 4 agby 4 ...+ anby)? < (af + a3+ ... +a2)(b3 + 03+ ... +b2).

Uloha 10. Nech z je redlne ¢islo a x + % je celé ¢islo. Dokazte, ze potom aj x™ + x~" je celé ¢islo pre vSetky
prirodzené ¢isla n. [PraSe 26. roénik, 4. séria, tiloha 3]

Uloha 11. Dokézte, ze medzi lubovolnymi 201 réznymi celymi ¢fslami v absolitnej hodnote mensfmi nez 199
sa vzdy nédjdu tri, ktorych stucet je nula. [PraSe 26. ro¢nik, 4. séria, tiloha 4]

Uloha 12. Pre dané prirodzené &slo n > 2 vypiseme vSetky zlomky tvaru gflq, kde é&isla p, g st nestdelitelné

a navyse spiﬁajﬁ podmienky 0 < p < ¢ <mn a p+ q > n. Dokazte, ze sucet vsetkych takychto zlomkov je rovny
1. [PraSe 26. ro¢nik, 4. séria, dloha 5]

Uloha 13. Dokéite, 7e pre kazdé prirodzené &islo n existuje &islo, ktorého dekadicky zépis obsahuje len cifry
1, 2 a ktoré je delitelné 2". [PraSe 26. roénik, 4. séria, tloha 6]

Uloha 14. Leteckd sief m miest pozostava z m miest, medzi ktorymi zabezpecuju leteckii prepravu dve
spolo¢nosti a medzi kazdymi dvoma mestami lieta priama linka prave jednej spolo¢nosti. Nazvime kliku miest
taki skupinu miest, ze medzi kazdymi dvoma mestami lieta t4 ist4 spolo¢nost. Dokézte, Ze pre kazdé prirodzené
¢islo [ existuje prirodzené ¢islo R(l) (nazyva sa Rameseyovo ¢islo) také, ze pre kazdé m > R(l) v kazdej leteckej
sieti m miest mozno néjst kliku obsahujicu ! miest.

Uloha 15. Nech X je mnozina obsahujica (Qkk:;) + 1 redlnych cisiel, & > 2. Dokéazte, ze existuje rastiica alebo

klesajica postupnost {z;}F_, ¢isiel z C takd ze pre vietky i € {2,...,k — 1} plat
‘Iq;_H - Q?l‘ Z 2|$Z - ,:E1|.
[PraSe 26. ro¢nik, 4. séria, tloha 7]

Uloha 16. Nech xz, iy a z su rozne celé ¢isla a n prirodzené ¢islo. Dokazte, ze potom
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je celé ¢islo. [PraSe, 2. roénik, 2. séria - 4]

Uloha 17. V bani s neobmedzenym mnozstvom poschodi, ktoré su zhora nadol o¢islované —1, —2, —3, ...,
pracuje niekolko (koneéne vela) trpaslikov.

Uloha 18. Ivka a Basa objavili 95 kladnych é&isel. Ivka hned vsetkych 95 &isel séitala a zapisala si vysledok.
Basa je o nieco prefikanejsia, preto najprv vsetky ¢isla mensie ako 1 nahradila jednotkou, potom vsetkych 95
(uz novych) ¢isel vyndsobila a k vysledku pripocitala 94. Dokézte, ze Ivka nedostala viicsi vysledok ako Basa.
[KMS 15/16 3. zimn4 séria tloha 6]

Uloha 19. N4jdite najmensie redlne ¢fslo p také, Ze nerovnost

1
\/12—|—1+\/22—|—1+\/33+1+...—|—\/n2+1§§n(n+p)

plat{ pre kazdé prirodzené ¢islo p. [MO53-A-1-4]

Uloha 20. Medzi ¢éislal 2 3 ... n doplnime znamienka plus a minus (aj pred jednotku). Kolko roznych
suctov vieme dostat?



Uloha 21. Dokézte, Ze existuje lubovolne dlh4 kone¢nd rastica postupnost {a, }5; spiﬁajﬁca pre vSetky n > 1
vztah apq1 = 19(99 — a,, ) ay,. Existuje nekone¢nd rastica postupnost s rovnakou vlastnostou? [PraSe 19. ro¢nik,
2. séria, 6. uloha]

Uloha 22. Majme dve postupnosti prirodzenych ¢isel z = (1, xn), ¥y = Y1y, Ym), kde m, n € N.
Dokazte, ze (T1,. .., Tns Y1y, Ym) = (Y1, -+ Ym, T1,-- -, Ty) prave vtedy, ked existuje takd postupnost t =
(t1,...,t), 7e = je n/k-krat zopakovand postupnost ¢ a y je m/k-krat zopakovand postupnost ¢. [PraSe 19.
rocnik, 2. séria, 7. tloha]

Uloha 23. Nech f : N — N je rasttica funkcia, ktora pre kazdé prirodzené éfslo n spliia vztah f(f (n)) =
f(n) +n — 1. Dokézte, ze potom pre kazdé n € N je f(n+ 1) — f(n) bud 1 alebo 2. [PraSe 19. ro¢nik, 2. séria,
8. ulohal

Uloha 24. Uvazujem Fibonacciho postupnost {F,}22, (Fy = Fy =1 a F, 5 = F,,1 4+ F, pre vietky n > 1).
Dokézte, ze pre kazdé prirodzené ¢isla s, ¢ plati: Ak ¢ | s, tak F} | F.

Uloha 25. Dokazte, ze pre n-té Fibonacciho ¢islo plati

a0 )+ (1) (57

Uloha 26 (IMO2009-6).



