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Matematickou indukciou dokazujeme tvrdenia typu: Dokážte, že pre všetky prirodzené č́ısla n ≥ a plat́ı tvrdenie
V (n). Dôkaz má dve časti:

1◦ Dokážeme, že plat́ı V (a) (báza indukcie).

2◦ Dokážeme, že pre všetky prirodzené k ≥ a plat́ı V (k)⇒ V (k + 1) (indukčný krok).

Úloha 1. Dokážte, že pre všetky prirodzené č́ısla n plat́ı

a) 1 + 2 + . . . + n = n(n+1)
2 ,

b) 5 | n5 − n,

c) p | np − n, kde p je l’ubovol’né prvoč́ıslo (Malá Fermatova veta),

d)
1
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n
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n
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e) 13 + 23 + 33 + . . . n3 = (1 + 2 + 3 + . . . + n)2,

f) 31 | 5n+1 + 62n−1,

g) 1 · 20 + 2 · 21 + 3 · 22 + . . . n · 2n−1 = (n− 1)2n + 1.

Úloha 2. V rovine je rozmiestnených n kružńıc, z ktorých každá pret́ına všetky ostatné. Dokážte, že oblasti
roviny, ktoré tieto kružnice vyčleňujú, možno ofarbit’ dvoma farbami tak, aby žiadne dve susedné oblasti nemali
rovnakú farbu.

Úloha 3. Daných je n priamok v rovine. Najviac na kol’ko oblast́ı môžu tieto priamky rozdelit’ rovinu?

Úloha 4. Dokážte, že pre všetky prirodzené č́ısla n platia nerovnosti

a) n! > 2n (zistite, pre ktoré n nerovnost’ plat́ı),

b) (1 + x)n ≥ 1 + nx, kde x ∈ (−1,∞) (Bernoulliho nerovnost’),

c) 2n−1(an + bn) > (a + b)n,

d)
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< 1,

g)
1
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1
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1
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< 2.

Ked’ chceme dokázat’ platnost’ V (k + 1), niekedy nám nestač́ı predpoklad, že plat́ı len V (k). Rozmyslite si, že
pri indukcii môžeme predpokladat’, že platia všetky V (1), V (2), . . . , V (k).

Úloha 5. Dokážte, že každú sumu väčšiu ako 4 centy vieme zaplatit’ len pomocou dvoj- a pät’centoviek.

Úloha 6. Dokážte, že pre l’ubovol’ných n kladných reálnych č́ısel x1, x2, . . . , xn so súčinom 1 plat́ı

x1 + x2 + . . . + xn ≥ n.

Zistite, kedy nastáva rovnost’.

Úloha 7. Dokážte, že pre l’ubovol’ných n kladných reálnych č́ısel x1, x2, . . . , xn plat́ı nerovnost’
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Úloha 8. Dokážte, že pre l’ubovol’ných n kladných reálnych č́ısel plat́ı

a1 + a2 + . . . + an
n

≥ n
√
a1a2 . . . an.

Zistite, kedy nastáva rovnost’. Ide o tzv. nerovnost’ medzi aritmetickým a geometrickým priemerom (skrátene
AG nerovnost’).

Úloha 9. Dokážte, že pre l’ubovol’ných 2n reálnych č́ısel a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn plat́ı

(a1b1 + a2b2 + . . . + anbn)2 ≤ (a21 + a22 + . . . + a2n)(b21 + b22 + . . . + b2n).

Úloha 10. Nech x je reálne č́ıslo a x + 1
x je celé č́ıslo. Dokážte, že potom aj xn + x−n je celé č́ıslo pre všetky

prirodzené č́ısla n. [PraSe 26. ročńık, 4. séria, úloha 3]

Úloha 11. Dokážte, že medzi l’ubovol’nými 201 rôznymi celými č́ıslami v absolútnej hodnote menš́ımi než 199
sa vždy nájdu tri, ktorých súčet je nula. [PraSe 26. ročńık, 4. séria, úloha 4]

Úloha 12. Pre dané prirodzené č́ıslo n ≥ 2 vyṕı̌seme všetky zlomky tvaru 1
9·q , kde č́ısla p, q sú nesúdelitel’né

a navyše sṕlňajú podmienky 0 < p < q ≤ n a p + q > n. Dokážte, že súčet všetkých takýchto zlomkov je rovný
1
2 . [PraSe 26. ročńık, 4. séria, úloha 5]

Úloha 13. Dokážte, že pre každé prirodzené č́ıslo n existuje č́ıslo, ktorého dekadický zápis obsahuje len cifry
1, 2 a ktoré je delitel’né 2n. [PraSe 26. ročńık, 4. séria, úloha 6]

Úloha 14. Letecká siet’ m miest pozostáva z m miest, medzi ktorými zabezpečujú leteckú prepravu dve
spoločnosti a medzi každými dvoma mestami lieta priama linka práve jednej spoločnosti. Nazvime kliku miest
takú skupinu miest, že medzi každými dvoma mestami lieta tá istá spoločnost’. Dokážte, že pre každé prirodzené
č́ıslo l existuje prirodzené č́ıslo R(l) (nazýva sa Rameseyovo č́ıslo) také, že pre každé m ≥ R(l) v každej leteckej
sieti m miest možno nájst’ kliku obsahujúcu l miest.

Úloha 15. Nech X je množina obsahujúca
(
2k−4
k−2

)
+ 1 reálnych č́ısiel, k ≥ 2. Dokážte, že existuje rastúca alebo

klesajúca postupnost’ {xi}ki=1 č́ısiel z C taká že pre všetky i ∈ {2, . . . , k − 1} plat́ı

|xi+1 − x1| ≥ 2|xi − x1|.

[PraSe 26. ročńık, 4. séria, úloha 7]

Úloha 16. Nech x, y a z sú rôzne celé č́ısla a n prirodzené č́ıslo. Dokážte, že potom

xn

(x− y)(x− z)
+

yn

(y − x)(y − z)
+

zn

(z − x)(z − y)

je celé č́ıslo. [PraSe, 2. ročńık, 2. séria - 4]

Úloha 17. V bani s neobmedzeným množstvom poschod́ı, ktoré sú zhora nadol oč́ıslované −1, −2, −3, . . . ,
pracuje niekol’ko (konečne vel’a) trpasĺıkov.

Úloha 18. Ivka a Baša objavili 95 kladných č́ısel. Ivka hned’ všetkých 95 č́ısel sč́ıtala a zaṕısala si výsledok.
Baša je o niečo pref́ıkaneǰsia, preto najprv všetky č́ısla menšie ako 1 nahradila jednotkou, potom všetkých 95
(už nových) č́ısel vynásobila a k výsledku pripoč́ıtala 94. Dokážte, že Ivka nedostala väčš́ı výsledok ako Baša.
[KMS 15/16 3. zimná séria úloha 6]

Úloha 19. Nájdite najmenšie reálne č́ıslo p také, že nerovnost’√
12 + 1 +

√
22 + 1 +

√
33 + 1 + . . . +

√
n2 + 1 ≤ 1

2
n(n + p)

plat́ı pre každé prirodzené č́ıslo p. [MO53-A-I-4]

Úloha 20. Medzi č́ısla 1 2 3 . . . n doplńıme znamienka plus a mı́nus (aj pred jednotku). Kol’ko rôznych
súčtov vieme dostat’?
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Úloha 21. Dokážte, že existuje l’ubovol’ne dlhá konečná rastúca postupnost’ {an}∞n=1 sṕlňajúca pre všetky n ≥ 1
vzt’ah an+1 = 19(99−an)an. Existuje nekonečná rastúca postupnost’ s rovnakou vlastnost’ou? [PraSe 19. ročńık,
2. séria, 6. úloha]

Úloha 22. Majme dve postupnosti prirodzených č́ısel x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , ym), kde m, n ∈ N.
Dokážte, že (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = (y1, . . . , ym, x1, . . . , xn) práve vtedy, ked’ existuje taká postupnost’ t =
(t1, . . . , tk), že x je n/k-krát zopakovaná postupnost’ t a y je m/k-krát zopakovaná postupnost’ t. [PraSe 19.
ročńık, 2. séria, 7. úloha]

Úloha 23. Nech f : N → N je rastúca funkcia, ktorá pre každé prirodzené č́ıslo n sṕlňa vzt’ah f(f(n)) =
f(n) + n− 1. Dokážte, že potom pre každé n ∈ N je f(n + 1)− f(n) bud’ 1 alebo 2. [PraSe 19. ročńık, 2. séria,
8. úloha]

Úloha 24. Uvažujem Fibonacciho postupnost’ {Fn}∞n=1 (F1 = F2 = 1 a Fn+2 = Fn+1 + Fn pre všetky n ≥ 1).
Dokážte, že pre každé prirodzené č́ısla s, t plat́ı: Ak t | s, tak Ft | Fs.

Úloha 25. Dokážte, že pre n-té Fibonacciho č́ıslo plat́ı

Fn =

(
n− 1

0

)
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n− 2

1

)
+
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2

)
+ . . . .

Úloha 26 (IMO2009-6).
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