
1. sada domácich úloh
Termı́n odovzdania: streda 13. 11. 2024, 23:59

Pravidlá pre domáce úlohy nájdete na http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/udds/ulohy.html.

(1,5 boda) Rozhodnite, či zložený výrok

[(a ⇔ (¬b ⇒ c)) ⇒ (d ∨ e)] ∨ [(a ∨ d) ⇒ (c ∨ (b ∧ ¬e))]

je tautológia. Vaše tvrdenie dokážte.

Sporom ukážeme, že ide o tautológiu. Nech to tautológia nie je, teda pre nejaké ohodnotenie v premenných
máme:

⇒ v([(a ⇔ (¬b ⇒ c)) ⇒ (d ∨ e)] ∨ [(a ∨ d) ⇒ (c ∨ (b ∧ ¬e))]) = 0

⇒ v((a ⇔ (¬b ⇒ c)) ⇒ (d ∨ e)) = 0

⇒ v(a ⇔ (¬b ⇒ c)) = 1 (1)

⇒ v(d ∨ e) = 0
⇒ v(d) = 0

⇒ v(e) = 0

⇒ v((a ∨ d) ⇒ (c ∨ (b ∧ ¬e))) = 0

⇒ v(a ∨ d) = 1 (2)

⇒ v(c ∨ (b ∧ ¬e)) = 0
⇒ v(c) = 0

⇒ v(b ∧ ¬e) = 0 (3)

Ďalej dostávame:

• v(a) = 1, lebo v(a ∨ d) = 1 (2) a v(d) = 0

• v(b) = 0, lebo v(b ∧ ¬e) = 0 (3) a v(w) = 0.

• v(a ⇔ (¬b ⇒ c)) = 1 ⇔ (¬0 ⇒ 0) = 0 – no to je spor s (1).

Komentár. Riešenie je zaṕısané pomerne stručne, nech vid́ıte, ako možno ṕısat’ riešenia na skúškach.
Taktiež je naṕısané iným štýlom ako v materiáloch k cvičeniam. Najprv sme naznačili pomocou odsadenia,
čo z čoho vyplýva – tým sme spravili rozbor z toho, čo všetko vieme usúdit’ z toho, že výrok je nepravdivý.
Takto sme dostali ohodnotenie niektorých elementárnych výrokov a troch zložených výrokov (1), (2), (3).
Na základe určeých elementárnych výrokov sme sa potom vedeli posunút’´d’alej. Ak by sme chceli byt’ ešte
strujčneǰśı, tak sa dali aj tieto zdôvodnenia nazanačit’ š́ıpkami.

(1,5 boda) Rozhodnite a následne dokážte, či pre l’ubovol’né dve množiny A, B plat́ı:

a) P(A ∪B)− (P(A−B) ∪ P(B −A)) ⊆ P(A ∩B)− P(A−B)

b) P(A ∪B)− (P(A−B) ∪ P(B −A)) ⊇ P(A ∩B)− P(A−B)

Intúıcia

Najskôr sa intuit́ıvne zamyslime, ako vyzerajú podmnožiny, ktoré sa môžu vyskytnút’ na l’avej a pravej
strane.
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Na l’avej strane máme na začiatku podmnožiny A ∪ B (označené zelenou), pričom odstránime také, ktoré
sa celé zmestia do A−B alebo B −A (vyplnené kŕıžikmi). Vyzerá to preto tak, že zostanú len také, ktoré
majú prvky v prieniku A ∩B alebo v aspoň dvoch

”
regiónoch“ diagramu.

Podobne vieme urobit’ úvahy pre pravú stranu. Pôvodne sú v nej podmnožiny A ∩B (označené zelenou), a
potom odstránime také, ktoré sa celé zmestia do A− B (vyplnené kŕıžikmi). Vyzerá to tak, že sme žiadne
podmnožiny neodstránili, lebo sme odstraňovali z

”
regiónu“, v ktorom sme pôvodne žiadne podmnožiny

nemali.

Preto to vyzerá tak, že a) vo všeobecnosti nebude platit’ a b) bude. Vieme teda, čo máme ı́st’ dokazovat’.

To, čo je uvedené v predošlých odsekoch, však nie je dôkaz. Dôvodom je, že vysvetlenia sú vel’mi vágne
naformulované, preto l’ahko môžeme prehliadnut’ nejaké podmnožiny. Napŕıklad by sme sa mohli dovt́ıpit’,
že P(A ∩B)− P(A−B) = P(A ∩B). To však neplat́ı, lebo každá potenčná množina obsahuje aj prázdnu
množinu – a teda prázdna množina nebude prvkom l’avej strany, no bude prvkom pravej. Dôvod, prečo
tvrdenia dokazujeme formálne, je, že nás to dost’ často uchráni od takýchto chýb.

Podúloha a)

Ked’ chceme ukázat’, že nejaká inklúzia neplat́ı vo všeobecnosti, stač́ı nájst’ dve množiny A,B, pre ktoré
neplat́ı. Z obrázkov v intuit́ıvnych úvahách sa jav́ı, že ak budeme mat’ nejaké prvky v A∩B aj v A−B, tak
vzniknú nejaké podmnožiny, ktoré budú iba na l’avej strane. Skúsme si teda zobrat’ A = {1, 2}, B = {2}.
Potom

P(A ∪B)− (P(A−B) ∪ P(B −A)) = {∅, {1}, {2}, {1, 2}} − ({∅, {1}} ∪ {∅}) = {{2}, {1, 2}},
P(A ∩B)− P(A−B) = {∅, {2}} − {∅, {1}} = {{2}}.

Vid́ıme, že pre tieto dve množiny P(A ∪B)− (P(A−B) ∪ P(B −A)) ̸⊆ P(A ∩B)−P(A−B), preto táto
inklúzia neplat́ı. Všimnime si ešte, že s druhou inklúziou zatial’ problém nemáme.

Podúloha b)

Túto inklúziu by sme chceli dokázat’. Na to by sme pre všetky množiny chceli vediet’, že ak X ∈ P(A∩B)−
P(A−B), tak aj X ∈ P(A∪B)− (P(A−B)∪P(B−A)). Pri takýchto úlohách je fajn si najskôr z defińıcíı



(t. j. ekvivalentnými úpravami) preṕısat’ tieto podmienky. Pod’me teda na to.

X ∈ P(A ∩B)− P(A−B),

X ∈ P(A ∩B) ∧ ¬(X ∈ P(A−B)), (defińıcia množinového rozdielu)

X ⊆ A ∩B ∧ ¬(X ⊆ A−B), (defińıcia potenčnej množiny)

(∀x ∈ X : x ∈ A ∩B) ∧ ¬(∀x ∈ X : x ∈ A−B), (defińıcia podmnožiny)

(∀x ∈ X : x ∈ A ∩B) ∧ (∃x ∈ X : ¬(x ∈ A−B)), (negácia kvantifikovaného výroku)

(∀x ∈ X : (x ∈ A ∧ x ∈ B)) ∧ (∃x ∈ X : ¬(x ∈ A ∧ x /∈ B)), (defińıcie množinových operácíı)

(∀x ∈ X : (x ∈ A ∧ x ∈ B)) ∧ (∃x ∈ X : (x /∈ A ∨ x ∈ B)). (De Morganov zákon)

Všimnite si, že sme nerobili žiadne myšlienkové úvahy, ǐslo iba o priamočiaru aplikáciu defińıcíı a pravidiel
na zjednodušovanie negácíı. Ked’ budeme podobne upravovat’ druhú podmienku (vyskúšajte si, je to dobré
cvičenie), dostaneme, že

X ∈ P(A ∪B)− (P(A−B) ∪ P(B −A))

⇔
(∀x ∈ X : (x ∈ A ∨ x ∈ B)) ∧ (∃x ∈ X : (x /∈ A ∨ x ∈ B)) ∧ (∃x ∈ X : (x /∈ B ∨ x ∈ A)).

Chceme teda z predpokladu

(∀x ∈ X : (x ∈ A ∧ x ∈ B))︸ ︷︷ ︸
(P1)

∧ (∃x ∈ X : (x /∈ A ∨ x ∈ B)))︸ ︷︷ ︸
(P2)

dokázat’ záver

(∀x ∈ X : (x ∈ A ∨ x ∈ B))︸ ︷︷ ︸
(Z1)

∧ (∃x ∈ X : (x /∈ A ∨ x ∈ B))︸ ︷︷ ︸
(Z2)

∧ (∃x ∈ X : (x /∈ B ∨ x ∈ A))︸ ︷︷ ︸
(Z3)

.

Všimnime si, že (Z1) priamo vyplýva z (P1), lebo ked’že všetky prvky musia patrit’ do A aj B, tak máme
splnené pre l’ubovol’ný prvok obe strany disjunkcie (Z1) a na jej pravdivost’ stač́ı splnenie jednej z nich.

Ďalej, (Z2) je to isté ako (P2), tým tento záver máme dokázaný priamo v predpoklade.

A nakoniec treba dokázat’ (Z3). Z (P2) vieme, že X nemôže byt’ prázdna. Z (P1) vieme, že všetky prvky
X musia patrit’ do A. Preto určite máme prvok z X, ktorý patŕı do A. A tým už máme pre nejaký prvok
splnenú pravú stranu disjunkcie (Z3), č́ım je pravdivá celá.

Podarilo sa nám teda dokázat’ implikáciu

(X ∈ P(A ∩B)− P(A−B)) ⇒ (X ∈ P(A ∪B)− (P(A−B) ∪ P(B −A))),

pričom tento dôkaz bol nezávislý od vol’by X, a preto máme aj

P(A ∩B)− P(A−B) ⊆ P(A ∪B)− (P(A−B) ∪ P(B −A)),

ako sme chceli.

Úloha 3

(2 body) V rade je uložených 2n + 1 poĺıčok, pričom prvé a posledné poĺıčko sú zasvietené a zvyšné
poĺıčka sú zhasnuté. Na prvom (najl’aveǰsom) poĺıčku sa nachádza robot, ktorému môžeme dávat’

nasledovné pŕıkazy:

• vpravo: robot sa pohne o 1 poĺıčko doprava (pokial’ je na poslednom poĺıčku, tak sa nepohne).



• vlavo: robot sa pohne o 1 poĺıčko dol’ava (pokial’ je na prvom poĺıčku, tak sa nepohne).

• zazni: pokial’ sa robot nachádza na poĺıčku, ktoré je presne medzi dvomi zasvietenými poĺıčkami,
tak toto poĺıčko zažne. V opačnom pŕıpade sa nič nestane.

Dokážte, že pre všetky celé č́ısla n ≥ 0, vieme pomocou n · 2n alebo menej pŕıkazov zažat’ všetky
poĺıčka.

Pŕıklad. Pre n = 3 máme 23 + 1 = 9 poĺıčok, ktoré si môžeme oč́ıslovat’ 0, 1, . . . , 8. Pŕıkazy môžeme
dávat’ napŕıklad takto:
pŕıkaz akcia robota

vpravo Posun na poĺıčko 1
vpravo Posun na poĺıčko 2
vpravo Posun na poĺıčko 3
zazni Nič sa nestane, lebo poĺıčko 3 sa nenachádza presne medzi poĺıčkami 0 a 8
vpravo Posunieme sa na poĺıčko 4
zazni Robot zažne poĺıčko 4, lebo sa nachádza presne medzi poĺıčkami 0 a 8
vlavo Posun na poĺıčko 3
vlavo Posun na poĺıčko 2
zazni Robot zažne poĺıčko 2, lebo sa nachádza presne medzi poĺıčkami 0 a 4

Po týchto deviatich pŕıkazoch svietia štyri poĺıčka (0, 2, 4 a 8).

Bonus (1 bod) Naṕı̌ste program, ktorý zo vstupu nač́ıta nezáporné celé č́ıslo n a vyṕı̌se postupnost’

pŕıkazov (v každom riadku jeden pŕıkaz), pomocou ktorej zasvietime všetky žiarovky. Vo vašom riešeńı
aj zdôvodnite, prečo váš program funguje. (V ideálnom pŕıpade sa stač́ı vhodne odvolat’ na riešenie
úlohy 3).

To, že možno poĺıčka rozsvietit’, ukážeme najl’ahšie tak, že oṕı̌seme algoritmus pre robota. Náš dôkaz bude
mat’ preto takú podobu. Pri algoritme budeme chciet’ opakovat’ nejaké vzory – na to nám v matematike slúži
matematická indukcia. Okrem opisu algoritmu aj ňou dokážeme, že algoritmus naozaj funguje a že vykoná
požadovaný počet pŕıkazov. Takémuto riešeniu priamočiaro zodpovedá aj program, ktorý ku koncu každého
riešenia uvedieme.

Indukcia deleńım na polovice

Tvrdenie dokážeme matematickou indukciou.

Báza. Pre n = 0 máme 20 + 1 = 2 poĺıčka, ktoré obe svietia. Preto nemuśıme robit’ nič, č́ım sme úlohu
vyriešili na 0 ≤ 0 · 20 pŕıkazov.

Indukčný krok. Uvažujme teraz celé n ≥ 0. Predpokladajme, že pre n tvrdenie plat́ı, teda že rad 2n + 1
poĺıčok, kde prvé a posledné poĺıčko sú zasvietené, vieme zažat’ na n · 2n alebo menej pŕıkazov.

Dokážeme, že tvrdenie plat́ı aj pre n + 1, teda, že rad 2n+1 + 1 poĺıčok, kde prvé a posledné poĺıčko sú
zasvietené, vieme zažat’ na (n+1) ·2n+1 alebo menej pŕıkazov. Poĺıčka oč́ıslujeme 0, 1, . . . , 2n+1. Rozsvietime
ich nasledovne:

1. Pomocou 2n pŕıkazov vpravo presunieme robota na prostredné poĺıčko (s č́ıslom 2n = (0 + 2n+1)/2).

2. Zažneme prostredné poĺıčko: 1 pŕıkaz zazni.

3. Rozsvietime všetkých 2n + 1 poĺıčok od 0 po 2n – to je možné vd’aka indukčnému predpokladu (obe
krajné svietia) a použijeme na to najviac n · 2n pŕıkazov.

4. Pomocou niekol’kých pŕıkazov vpravo vrátime robota na stredné poĺıčko. Ked’že poĺıčko 0 už svietilo,
tak robot na ňom skončil, preto nám stač́ı 2n − 1 posunov vpravo.



5. Rozsvietime všetkých 2n + 1 poĺıčok od 2n po 2n+1 – to je možné vd’aka indukčnému predpokladu
(obe krajné svietia) a použijeme na to najviac n · 2n pŕıkazov.

Týmto sme rozsvietili všetky žiarovky a požili sme pritom najviac

(2n + 1) + n · 2n + (2n − 1) + n · 2n = 2 · 2n + 2 · n · 2n = 2n+1 + n · 2n+1 = (n+ 1) · 2n+1 pŕıkazov,

čo sme aj chceli dokázat’. Dôkaz indukciou je tak ukončený.

Program. Pri ṕısańı programu naraźıme na istý problém – úplne technicky nie je správne začat’ riešit’

problém pre n+ 1 pohybmi vpravo. Pŕısne vzaté, nám to vrav́ı, že ked’ ideme využit’ indukčný predpoklad,
tak l’avú polovicu začneme tiež tým, že sa hýbeme vpravo. Avšak do stredu l’avej časti sa potrebujeme
pohnút’ pohybom vpravo. Tento detail sa stratil v slovnom opise riešenia. Môžeme si predstavit’, že sme
akoby preč́ıslovali l’avú čast’, aby stred (teda začiatočná poźıcia robota v l’avej časti), mal č́ıslo 0. Týmto sme
vymenili vl’avo a vpravo. To si v ṕısanom texte l’ahko predstav́ıme, ale pri programovańı je to náročneǰsie.
Na vyriešenie tohto problému väčšinou pŕıde vhod pridanie d’aľśıch parametrov do našej rekurźıvnej funkcie.
Napr. či bool parametra, ktorý nám hovoŕı, či sa hýbeme vpravo alebo vl’avo.

Uvedieme riešenie, kde pridáme dva parametre zaciatok a koniec, ktoré nám udávajú začiatok a koniec
úseku, ktorý robot má rozsvietit’, pričom sa nachádza na poźıcii zaciatok. Oproti algoritmu oṕısanom v
indukčnom kroku nesprav́ıme vel’a zmien. Najväčšou je to, že sa nehýbeme vždy vpravo, ale smer pohybu
zist́ıme podl’a vzájomnej polohy začiatku a konca.

Okrem naṕısania samotného algoritmu si doňho vieme dat’ pomocné funkcionality, ktoré nám budú kontrolo-
vat’, že rob́ıme to, čo máme. Priebežne si pamätáme poźıciu robota a pre každé poĺıčko, či je zasvietené. Tak
si vieme skontrolovat’, že zaž́ınané poĺıčko je vždy medzi dvomi zasvietenými. Podobne si skontrolujeme aj,
či všetky poĺıčka na konci svietia a či sme použili správny t’ahov. Takáto kontrola je užitočná (alebo aspoň
ručná kontrola na malých vstupcoh) – niektorý študenti totiž odovzdali programy, ktoré ani na malých
vstupoch nedávali správny výsledok. To by sa vám nemalo pri programátorských úlohách stávat’.

Všimnite si v uvedenom programe jeho podobnost’ s dôkazom v indukčnom kroku. Tým, že sme túto po-
dobnost’ dodržali, tak náš dôkaz z 3. úlohy aj dokazuje správnost’ tohto programu. (Úplne poriadny dôkaz
správnosti to nie je, ale taký nám stačil pre potreby tohto predmetu.)

#include <cassert>

#include <iostream>

#include <vector>

using namespace std;

// pomocne globalne premenne, v ktorych si udrziavame stav planu

int pozicia = 0;

vector<bool> svieti;

int dlzka;

int prikazy = 0;

// pohyb vpravo - okrem vypisania aktualizujeme nase pomocne premenne

void vpravo() {

if (pozicia < dlzka) pozicia++;

cout << "vpravo\n";

prikazy++;

}

// pohyb vlavo

void vlavo() {

if (pozicia > 0) pozicia--;

cout << "vlavo\n";

prikazy++;

}



// Funkcia, ktora pre zadane n vypise postupnosti priazov. Funguje na rekurzivnom principe opisanom v

rieseni. Do funkcie sme pridali dva parametre: zaciatok (pociatocna pozicia robota) a koniec (koniec

useku, ktory robot rozsvecuje).

void solve(int n, int zaciatok, int koniec) {

if (n == 0) return; // Vtedy nic nerobime

// stredne policko

int stred = (zaciatok + koniec) / 2;

assert((zaciatok + koniec) % 2 == 0); // kontrola, ci stredne policko existuje

// 1. Presun do stredu: 2^(n - 1) prikazov vpravo, resp. vlavo

for (int i = 0; i < 1 << (n - 1); i++) {

if (zaciatok < koniec) vpravo();

else vlavo();

}

// 2. Zazneme prostredne policko

assert(svieti[zaciatok] and svieti[koniec]); // kontrola, ze sa nachdza medzi dvomi zasvietenymi

cout << "zazni\n";

svieti[stred] = true;

prikazy++;

// 3. Rozsvietime lavu cast, teda od stred (tu sa teraz nachadzame) po zaciatok

solve(n - 1, stred, zaciatok);

// Vratime sa do stredu - nevieme kolko prikazov vykoname, ale bude to najviac 2^(n - 1) - 1

while (pozicia != stred) {

if (zaciatok < koniec) vpravo();

else vlavo();

}

// 3. Rozsvietime pravu cast, teda od stred (tu teraz sme) po koniec

solve(n - 1, stred, koniec);

}

int main() {

int n;

cin >> n;

dlzka = (1 << n) + 1;

svieti = vector<bool>(dlzka, false);

svieti[0] = true;

svieti[dlzka - 1] = true;

solve(n, 0, dlzka - 1);

// Zavercna kontrola

for (int i = 0; i < dlzka; i++) assert(svieti[i]);

assert(tahy < n * (1 << n));

}

Technický detail: pre poč́ıtanie mocńın dvojky použ́ıvame bitový posun (čo je najefekt́ıvneǰśı spôsob). Teda
2n poč́ıtame ako 1 << n.

Riešenie zovšeobecneńım dokazovaného tvrdenia

Predošlé riešenie má problém, že nevieme, kde robot skonč́ı po použit́ı indukčného predpokladu. Tento
problém sme vyriešili tým, že sme tento počet odhadli č́ıslom 2n − 1. Iným riešeńım tohto problému je
zovšeobecnit’ dokazované tvrdenie, aby sme vedeli, kde presne skonč́ıme. Spôsobov zovšeobecnenia je viacero.
Jeden z pomerne efekt́ıvnych je nasledovný.

Dokážeme, že pre každé n ∈ N+ plat́ı: Nech máme poĺıčka 0, 1, . . . , 2n, pričom poĺıčka 0 a 2n svietia a
robot zač́ına na poĺıčku 0. Potom robot vie s využit́ım najviac n · 2n pŕıkazov zažat’ všetky poĺıčka. Navyše,
robotovi vieme určit’, či skonč́ı na poĺıčku 1 alebo 2n − 1.

Dokonca, ak by sme chceli, môžeme dokazovat’, že robot vykoná presne (n + 3)2n−1 − 2 pŕıkazov. Toto
tvrdenie možno opät’ dokázat’ indukciou. Naznač́ıme len indukčný krok (za predpokladu, že tvrdenie plat́ı
pre n− 1) pre pŕıpad, že robot má skončit’ na poĺıčku 1:

1. Pohneme robota do stredu: 2n−1 pŕıkazov.



2. Zažneme stred: 1 pŕıkaz.

3. Použijeme IP na pravú polovicu, pričom robotu vyberieme, nech skonč́ı hned’ nal’avo od miesta, kde
začal (teda na poĺıčku 2n−1 + 1: (n+ 2)2n−2 − 2 pŕıkazov.

4. Vrátime robota do stredu: 1 pŕıkaz

5. Použijeme IP na l’avú polovicu, pričom robotu vyberieme, nech skonč́ı na opačnej strane úseku (teda
na poĺıčku 1), ako začal: (n+ 2)2n−2 − 2 pŕıkazov.

Tým všetko rozsvietime na

2n−1 + 1 + (n+ 2)2n−2 − 2 + 1 + (n+ 2)2n−2 − 2 = 2n−1 + (n+ 2)2n−1 − 2 = (n+ 3)2n−1 − 2 pŕıkazov.

Riešenie dvomi prechodmi

Predhovor. Na záver ukážeme ešte jedno efekt́ıvneǰsie riešenie (s rádovo menš́ım počtom pŕıkazov) a aj
založené na pomerne jednoduchej idei: Robot najprv pôjde doprava, pričom zažne každé poĺıčko, ktoré bude
môct’. Potom robot ide vl’avo a zažne zvyšné poĺıčka. Avšak nie je úplne jednoduché dokázat’, že je správne.
Správnost’ oboch čast́ı dokážeme matematicou indukciou. Na to treba sformulovat’ vhodné tvrdenie, ktoré
budeme dokazovat’. To bude záhrňat’ aj poźıciu robota, aby sme mohli tvrdenia potom spojit’ dohromady.

Poĺıčka si oč́ıslujeme zl’ava doprava 2n, 2n − 1, . . . , 1, 0, pričom robot zač́ına na poĺıčku 2n. Poč́ıtanie t’ahov
si rozdeĺıme na poč́ıtanie pŕıkazov zazni a pohybov, teda pŕıkazov vlavo a vpravo. Vždy ked’ vykonáme
pŕıkaz zazni, tak skontrujeme, či sa svetlo rozsvieti – teda či ho vôbec možno rozsvietit’ a tiež, či ho
nerozsvecujeme podruhýkrát. Takto zaruč́ıme, že pŕıkazov zazni vykonáme presne 2n − 1 (tol’ko, kol’ko je
zhasnutých poĺıčok). Vo zvyšku riešenia tak budeme poč́ıtat’ len počet pohybov.

Tvrdenie 1. Pre každé n ∈ N plat́ı: Nech máme poĺıčka 2n, . . . , 1, 0, z ktorých krajné svietia a robot zač́ına
na poĺıčku 2n. Potom robot vie rozsvietit’ poĺıčka, ktoré sú mocniny dvoch, na 2n− 1 pohybov, pričom skonč́ı
na poĺıčku 1.

Dôkaz. Indukciou. Pre n = 0 sme už hotov́ı a nič netreba robit’. Tvrdenie teraz dokážeme pre n ≥ 1 za
predpokladu, že plat́ı pre n − 1. Robotom pohneme 2n−1-krát vpravo, č́ım ho dostaneme na poĺıčko 2n−1,
ktoré zažneme – je totiž medzi zasvietenými 2n a 0 (a také poĺıčko existuje, ked’že n ≥ 1). Ostali nám poĺıčka
2n−1, . . . , 1, 0, z ktorých krajné svietia. Podl’a indukčného predpokladu ich vieme zvyšné poĺıčka rozsvietit’

na 2n−1 − 1 pohybov (a aj skončit’ na poĺıčku 1). Teda spolu máme 2n−1 + 2n−1 − 1 = 2n − 1 pohybov.

Tvrdenie 2. Pre každé k ∈ N+ plat́ı: Pre všetky n ∈ N plat́ı: Nech máme poĺıčka 2n, . . . , 1, 0, z ktorých
svietia všetky mocniny dvoch a poĺıčko 0. Potom ak sa robot nachádza na poĺıčku 2n − k a všetky poĺıčka s
č́ıslom 2n − k alebo nǐzš́ım sú rozsvietené, tak robot vie zažat’ všetky poĺıčka na k − 1 pohybov.

Dôkaz. Pre k = 1 sa robot nachádza na poĺıčku 2n − 1, ktoré podl’a predpokladu tvrdenia svieti a taktiež
svietia aj všetky poĺıčka s nižš́ım č́ıslom. Vyššie č́ıslo má len poĺıčko 2n, ktoré tiež svieti. Nie je teda potrebné
robit’ nič.

Ďalej dokážeme platnost’ tvrdenia pre k > 1 za predpokladu, že plat́ı pre k − 1. Poźıciu robota označme
p = 2n−k. Pre k > 2k je predpoklad vety nepravdivý, preto automaticky plat́ı. Ďalej uvažujeme len k ≤ 2k.
Robota posunieme pŕıkazom vlavo na poĺıčko p+1. Ak poĺıčko p+1 nesvieti, tak ukážeme, že ho robot vie
zažat’.

Nech ℓ je najmenšie také č́ıslo, pre ktoré plat́ı 2ℓ > p + 1 (teda 2ℓ je najbližšia mocnina dvoch nal’avo od
robota). Preto p+1 ≥ 2ℓ−1. Vzdialenost’ medzi poĺıčkami 2ℓ a p+1 je 2ℓ− (p+1) ≤ 2ℓ−2ℓ−1 = 2ℓ−1 ≤ p+1.
Ked’že p + 1 ≥ 2ℓ−1, tak v rade poĺıčok vieme nájst’ poĺıčko napravo, ktoré bude v rovnakej vzdialenosti –
teda ide o poĺıčko p+ 1− 2ℓ−1. Podl’a predpokladu tvrdenia sú obe z poĺıčok 2ℓ a p+ 1− 2ℓ−1 zasvietené, a
preto vieme zasvietit’ aj poĺıčko p+ 1.



Teraz máme robota na poĺıčku p+ 1 = 2n − (k − 1) a všetky poĺıčka napravo vrátane poĺıčka p+ 1 svietia.
Preto podl’a indukčného predpokladu robot vie rozsvietit’ všetky poĺıčka na k− 2 pohybov. Spolu s jedným
pohybom vl’avo, ktorým sme robota presunuli na poĺıčko p + 1, tak dostávame k − 1 pohybov, ako sme
chceli.

Teraz už len spoj́ıme tieto tvrdenia do úplného dôkazu pre n ≥ 1 – pre n = 0 nám zjavne stač́ı 0 ≤ 0 · 20
pŕıkazov. Najprv podl’a tvrdenia 1 rozsvietime všetky mocniny dvoch s vykonańım 2n−1 pohybov a skonč́ıme
s robotom na poĺıčku 1. Poĺıčko 1 = 2n − (2n − 1) teraz svieti a tiež aj všetky poĺıčka napravo od neho
(menovite poĺıčko 0). Máme teda splnené predpoklady tvrdenia 2, a preto vieme všetky poĺıčka rozsvietit’

na 2n−1−1 = 2n−2 pohybov. Teraz spoč́ıtame všetky pohyby a pripoč́ıtame k nim 2n−1 pŕıkazov zazni,
č́ım dostaneme celkovo

(2n − 1) + (2n − 2) + (2n − 1) = 3 · 2n − 4 pohybov.

Na záver už len dokážeme, že plat́ı

3 · 2n − 4 ≤ n · 2n.

To je totiž ekvivalentné nerovnosti −4 ≤ (n − 3) · 2n. Ručne oveŕıme, že plat́ı pre n ∈ {1, 2}. Pre n ≥ 3 je
(n− 3) · 2n ≥ 0, čo je viac ako −4.

Poznámka k tvrdeniu 2. V tomto riešeńı sme uviedli tvrdenie vel’mi poriadne. Idea však nie je až taká
zložitá. Počas pohybu vl’avo si udržiavame, že všetky poĺıčka napravo od robota svietia. Ked’ sa nám toto
podaŕı zachovat’, tak po pŕıchode na l’avý kraj bude všetko rozsvietené. A v zásade presne aj to rob́ıme v
dôkaze – predpokladáme, že už všetko vl’avo je zasvietené a ukážeme, že po pohybe vl’avo vieme zasvietit’ aj
toto nové poĺıčko. Indukcia nám tu slúži len na formálne vyjadrenie opaokovania tohto procesu.

Program. Toto riešenie zodpovedá nasledovnému programu.

#include <cassert>

#include <iostream>

#include <vector>

using namespace std;

void doprava(int n) {

if (n > 0) {

for (int i = 0; i < 1 << (n - 1); i++) {

cout << "vpravo\n";

}

cout << "zazni\n";

doprava(n - 1);

}

}

void dolava(int n, int k) {

if (k > 1) {

cout << "vlavo\n";

int pozicia = (1 << n) - k + 1;

if ((pozicia & (pozicia - 1)) != 0) { // ak pozicia nie je mocnina dvoch

cout << "zazni\n";

}

dolava(n, k - 1);

}

}

int main() {

int n;

cin >> n;

doprava(n);

dolava(n, (1 << n) - 1);

}



Z programátorského hl’adiska ide o vel’mi zložito naṕısané riešenie. Rekurźıvne funkcie sa dajú nahradit’

jednoduchými for cyklami. Taktiež použitie parametru k vo funkcii dolava je vel’mi t’ažkopádne. Tento
program však nemá za ciel’ dodržiavat’ dobré programátorské zásady. Je naṕısaný, aby ilustroval fungovanie
nášho dôkazu. Potom otestovańım tohto programu si vieme skontrolovat’ a aj lepšie predstavit’ správnost’

nášho matematického dôkazu.

V tomto programe sme neṕısali pomocné pŕıkazy na kontrolu. Avšak možno ich tam doṕısat’ na podobný
štýl ako v predošlom riešeńı. Alebo si môžeme naṕısat’ samostatný prgoram, ktorý nám bude kontrolovat’

výstup tohto programu.


