Cvicenie 3: Dokazy

— TUloha 1. Mame dokazat, 7e plati

V60 > V13 + V17.

Nizsie sa nachadza pokus o dokaz tohto tvrdenia. Na kolko ide o korektny dokaz?

Zo skoly vieme, Ze nerovnosti mdzeme rdzne upravovat, tak podme na to:

V60 > V13 4+ V1T |2
2 2
(@) > (m+ m)
60 > 13 + 2v/13V17 + 17
60 > 30 + 2v/221 | —30

30 >2v221 | /2

15 > v/221 |2
255 > 221

Takto sme sa dostali k nieComu, ¢o plati, takZe aj povodna nerovnost je pravdivé.

— Uloha 2. Porovnajte dokaz predoglého s dékazom tvrdenia, 7e v/2 > /3.

Opét na to pojdeme rovnako ako v predoslom priklade. Teda budeme upravovat dokazovanu
nerovnost:

V2>v3, | —V3
V2-v3>0, |?
2-2-v2-v/3+3>0, |+2-V6
5>2.-v6, |

25 > 24,

a to je pravda. Preto plati v/2 > v/3.

Ak si cheete precvicit dokazovanie na takychto ¢iselnych tlohéch bez pismeniek, tak vam zopar davame.
Uloha 3. Dokaite, 7e plati:

a) V9— 10 < V9+v10—-1

b) VA+ VT <V3+ V12

¢) V60 + VVAT — V16 > V13 + V17

— Uloha 4. Dokaite, 7e plati

(Vz € RY)(Vy € RY) L;y > /7.

Uloha 5. Zistite, ¢ nasledovné tvrdenia st tautologie



= a) [la=bAlcVd) A((maic)=e)] = [b= (eVd)]
— b) [(ma=b)V (cAd)V (e N=cA-a)=[(-bA-c)=al,
¢) [(ma=Db)V(cAd) V(e A=cAa)] = [(~bA—c)=d,
d) [(a=b)A(=bV )] = [((c=d)Aa)=d]
e) (aA—-b)V[(meVd)A(aV—e)A(fV-g)) = (dV-e)
f) (aAN=bACc)V(-b= (dAN—-e))V(mcAdANe)V(d= (maAc)).

Uloha 6. Zistite, ¢ nasledovné vyroky st tautologie. V pripade, ze nejde o tautologiu, mozno dostaf
tautolégiu nahradenim < za < alebo =7

- a) (Vo)a(z) = (3z)a(z)

= b) (Fr)a(z) = (Vz)a(z)

= ) (Vo) (a(z) Ab(z)) & ((Vz)a(z) A (V2)b(z))

= d) (Vo) (a(z) Vb(z)) & ((V2)a(z) V (V2)b(z))
e) (3x)(a(x) Ab(x)) < ((Fr)a(z) A (32)b(z))
f) (Fr)(a(z) Vb(z)) & (Bz)alz) v (32)b(x))

= g (vo)(a(z) = b(z)) & ((Vz)a(z) = (v)b(z))
h) (3z)(a(z) = b(z)) & ((Vr)a(z) = (32)b(2))
i) ((Va)a(z) = (32)b(z)) & (Bz)(alz) = b(z))

Uloha 7. Dokéazte nasledovné tvrdenia:

a) (VneN)(7T14Tn = T1n)

b) (Va, b€ N)[(22 |aA33|b) = 11| (a+b)]

¢) V/3 je iracionalne &islo.

d) log, 3 je iracionélne &islo.

e) (vn e NT)(2" < nl = 2"t < (n+ 1))

f) (Va, b€ N)[(amod7 =4 Abmod7 =5) = abmod 7 = 6]
g) Pre kazdé prvocislo p je |/p iracionalne ¢islo.

— TUloha 8. Rozhodnite o platnosti nasledovnych vyrokov:

a) (Ve eR)(Vy eR)((z ¢ QAy ¢ Q) =z +y ¢ Q)
b) (Fc € R)(Vn € N)(47n° + 42n3 + 17n% — 9 < cnd)
¢) (3c € R)(Vn € N)(n? + 47 < cn)
) ( )

d) 3K € R)(Vz € R)(x > K = 2" — 502° — 472% — 4223 — 1722 + 182 — 9 > 0)



Ulohy na d'alSie precvic¢enie dokazov

Uloha 9. Dokazte:
a) (VneN)(5|n?+1=101n)
b) Ak prirodzené ¢islo n nie je delitelné tromi, tak n? dava po deleni tromi zvygok 1.
¢) Ak sucet realnych &isel a, b, ¢, d, e je nula, tak aspon jedno z nich je nezaporné.
)

d) Sucet tretich mocnin troch za sebou iducich ¢isel je delitelny deviatimi.

2 2
¢) (Va, b RY) <“+b < 2a”+abtb )>

2 = 3(a+b)
Uloha 10. Dokéizte, Ze ak a, b st racionalne &isla, tak aj a - b je racionalne &slo.

Uloha 11. Dokazte, ze ak su¢in dvoch redlnych ¢isel x a y je iracionalne ¢islo, musi byt aspon jedno
z Cisel x a y iracionélne.

Uloha 12. Nech a, b st kladné celé ¢isla. Dokézte, Ze ak nemozno kratit zlomok %, tak nemoZno kratit
a—>b

ani zlomok .
a+b

Uloha 13. Mame reélne ¢isla a, b, ¢ take, ze ¢isla

1 1 1
b+c’ c+a’ a+b

tvoria aritmeticki postupnost. Dokazte, ze aj ¢isla a2, b2, ¢? tvoria aritmetickt postupnost.

Uloha 14. Dokaite, 7e ak existuje nekonetne vela prvoéisel p, pre ktoré je aj p + 2 prvocislo, tak
potom existuje nekone¢ne vela prvocisel p, pre ktoré je p + 2 prvodislo a navySe p + 1 je delitelné
6-timi.

Uloha 15. Dokaite, 7e ak e (eulerova konstanta) nie je riesenim polynomialnej rovnice s celo¢iselnymi
koeficientmi, tak ani 2e nie je.

Uloha 16. O cisle 7w vieme, Ze je iracionédlne. Dokazte, Ze ¢islo

47
Y+ 42

je tiez iracionéalne.
Uloha 17. Dokéite, 7e pre kazdé prvoéislo p je /P iracionalne ¢islo.
Uloha 18. Je ¢islo v/2 + v/3 racionalne?
Uloha 19. Dokaite, 7e ak /a + Vb € Q pre nejaké racionalne &isla a, b, tak aj Va € Q, aj Vb e Q.
Uloha 20. Dokéite, Ze pre kazdé celé ¢isla x, y plati
31| 6z+ 11y < 31 | x + Ty.

Uloha 21. Nech a, b, ¢ st realne ¢isla, pre ktoré plati a + b + ¢ = 0. Dokazte, Ze

a b

v o

a ¢ b c
+-+-4+-4+-=-3.
c a ¢ b



Uloha 22. Rozhodnite o platnosti nasledovnych vyrokov:
a) (Ve eR)(Vy eR)((z € QAy Q=2 +y ¢ Q))

(
b) (3c € R)(Vn € N)(47n® + 42n3 + 17n? — 9 < nc’)
¢) (3c € R)(Vn € N)(n? + 47 < cn)
d) 3K e R)(Vz € R)(x > K = 2" — 502° — 472% — 4223 — 172? + 182 — 9 > 0)
Pri rieSeni nevyuzivajte vysokoskolski matematiku (limity, derivacie, ...).

Uloha 23. (*) Dokazte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n je ¢islo 2 najvicsim spoloénym delitelom &isel
9 + 6, 4n + 10.

Uloha 24. (*) Dokazte, Ze ak existuje nekoneéne vela palindromickych prvoéisel (¢itaja sa rovnako
spredu aj odzadu), tak existuje aj nekoneéne vel'a palindromickych prvoéisel, ktoré majia neparny pocet
cifier.



Ako spravne pisat dokazy

V tejto casti ilustrujeme zopéar prikladov spravneho zapisu dokazov. Vsetky rieSenia st pisané pomerne
minimalisticky, len s nevyhnutnymi komentarmi. Ak si vSak pri rieSeni nie ste isti, odporic¢ame vam
pisat do rieSenia aj slovné komentére, ktoré popisuju vase zdévodnenia a argumenty.

Dokaz nerovnosti z ulohy

Uvedené riesenie vieme opravit dvomi spoésobmi

1. sp6sob riesenia

255 > 221 | v/ ( obe strany kladné)
15 > /221
30 > 2v/221
60 > 30 + 21/221
60 > 13 + 2v13V17 + 17

2 2
(m) > (m n m)
)m\ > \vm m\
V60 > V13 + V17

2. sp6sob rieSenia

V60 > V13 +V17  ?
f
(Veo)' > (Vis+vir)

f

60 > 13 + 2v/13V17 + 17
f

60 > 30 +2v221 | —30
1)

30 >2v221 | /2
i)

15>+221 |2

i
255 > 221

V skuto¢nosti vSak dokazy vobec nemusia byt linedrne. Nové tvrdenie v ddékazovej postupnosti nemusi



vyplyvat iba z predoslého, ale moze vyplyvat aj z Tubovolnych uz dokadzanych tvrdeni. Takymto $tylom
vieme zostavit dokaz, ktory je zalozeny na vypoctoch, resp. presnejsie, odhadoch.

1. 60 > 59,9076 (zjavna pravda)

2. V60 > 7,74 (lebo 1.)

3. 13,0321 > 13 (zjavna pravda)

4. 3,61 > /13 (lebo 3.)

5. 17,0569 > 17 (zjavna pravda)

6. 4,13 > /17 (lebo 3.)

7. 7,74 = 3,61 +4,13 > /13 + /17, lebo 4. a 5.
8. /60 > \/ﬁ+\/1_7, lebo 2. a 6.

V 6. kroku sme vyuzili, ze ak plati a < ¢ a zaroven b < d, tak plati aj a + b < ¢ + d, pre Tubovolné
realne ¢isla a, b, ¢, d. V 7. kroku sme zas vyuzili, Ze ak plati a < b a zaroven b < ¢, tak plati aj a < ¢
(pre Va, b, c € R).

V tomto pripade sme jednotlivé kroky dokazu pisali pod seba a slovne sme naznacili, na zaklade ¢oho
sme tvrdenie dostali. Zdévodnenia v zatvorkdch moZno vynechat. TaktieZ tieto zdévodnenia mozno
zaznadit aj inak. Jednym z d'alsich spdsobov je vyuZitie Sipok / implikécii, ¢o z ¢oho vyplyva.

4. sposob rieSenia

13,0321 > 13 = 3,61 > /13
17,0569 > 17 = 4,13 > /17
60 > 59,9076 = /60 > 7,74

= 7,74 > V13 + /17
} = 60 > V13 + V17

Doékaz tautologie [5| a)

Zapis rieSenie cez postupnost tvrdeni

Vyrok je tautolégia. Dokaz sporom.
1. Nech plati =[[(a = b) A (cVd) A ((maAc)=e)] = [-b= (eVd)]]

2. (a=b)A(cVd)A((maNc)=e¢) (z 1))



3. 7[-b=(eVvd)] (z 1.) 9. -a (z4.a8.)

4. =b (z 3.) 10. (eVvd) (z 2.)

5. =(eVvd) (z 3.) 11. ¢ (z 7. a 11.)

6. —e (z 5.) 12. (maNc)=e (z2)

7. —~d (2 5.) 13. —aAc(z9. all.)

8. a=b(z2) 14. e (z 12. a 13.) — to je spor s 6.

Pri doékaze sporom je potrebné napisat, Ze ideme dokazovat sporom (kludne aj jednym slovom. A
nésledne oznadit, ¢o je s ¢im v spore (v naSom pripade 6. a 14.). Pri takychto rieSeniach ¢asto hovorime
o tom, Ze nejaky vyrok plati alebo neplati. To sa d& znacit viacerymi spdsobmi.

e Pravdivé vyroky mozeme pisat len tak ako krok (napr. body 2., 8., 10., 14.), nepravdivé vieme
pisat formou, Ze plati ich negécia (napr. body 1., 3., 4, 5.). (Toto je pouzité aj v rieSeni)
e Pravdivost vieme vyjadrit ekvivalenciou s pravdivostnou hodnotou, napr.
L [[(a=b)A(eVd)AN((maNc)=e)]=[b=(eVd)]] <0
4. b0
8. (a=b)=1
4. el
Pritom si vsak davajte pozor, aby to nevyzeralo ako dosadenie pravdivostnej hodnoty za elemen-
tarny vyrok.
e Pouzit ohodnotenie / valuaciu vyrokov v:
L v([(a=b)A(cVd)A((maNc)=e)] = [-b=(eVd)])=0
14. v(e) =1
Tento spdsob sa Casto pouziva pri hlbSom $tidiu matematickej logiky. Na tomto predmete vSak

. . 2 s >
nie je nutné sa nim zaobrat.

Este si ukaZeme, Ze dokazy sa daji zapisovat aj ako text. Tento text zaroven aj detailnejsie vysvetluje,
¢o sa deje v predslom symbolickom dbékaze. Zaver je mierne odlisny.

Zapis rieSenia textom

Sporom. Nech neplati [(a = b) A (cV d) A ((maAc) = e)] = [-b = (eVd). Potom (a =
b) A (cV d) A ((ma Ac) = e) plati a vyrok —b = (e V d) neplati. Z neskorSicho dostavame,
7ze —b je pravda, teda b < 0; a tieZ e V d neplati, teda e < 0 a d < 0. Z pravdivého vyroku
(a=b)A(cVd)A((maAc) = e) vieme, Ze (a = b) plati. Preto kedze b < 0, tak aj a < 0. Tiez
nam plati (¢V d), z ¢oho vdaka d < 0 mame, Ze ¢ < 1. Napokon nam plati aj (maAc) = e. Ked
tam v8ak dosadime urcené pravdivostné hodnoty, tak nam vyjde (1 A 1) = 0, ¢o v8ak pravda
nie je, a to je spor.

Doékaz ne-tautologie [5| b)

Ak chceme dokazat, Ze zloZeny vyrok nie je tautologia, mame to jednoduché — staci nam uviest jeden
pripad, kedy nam vyjde nepravda + vyhodnotit (resp. aspon naznacit vyhodnotenie vyroku).



RiesSenie

Nejde o tautoldgiu, lebo pre a < 0, b= 0, c < 0, d < 1, e & 1 vyjde nepravda:

[(—|a:>b)\/(c/\d)v(e/\—|j/\—|a)] = [(ﬁb/l\—'c):>\(;/]
1 0
0

Upozoriujeme, na ¢asté nespravne (neuaplné rieSenie)

Nespravne riesenie

Pre spor predpokladajme, Zze vyrok neplati
=[[(ma=b)V(cAd)V (e N—cA-a) = [(-bA—-c) = a]

—

2. (<bA-c)=a(z1.)
3. (b A —e) (z2.)
—b (z 3.)
5. —c (z 3.)
—a (z 2.)
7. (ra=b)V(cAd)V(eN—cA—a) (z 1)
8. =(-a=10)(z4. a6.)
9. =(cAd) (z5.)
10. e A=c¢ A —a (z 7., lebo prvé dva vyroky v disjunkcii st nepravdivé, tak musi platit treti)

11. e (z 10.)
Dostali sme ohodnotenie elementarnych vyrokov, kedy plati a < 0, b < 0, ¢ < 0, e & 1 (d
moze byt aj pravda, aj nepravda). Teda vyrok nie je tautologia.

Hoci takto zrejme budete riesit takéto tlohy, toto nie je ddkaz — vychadzame totiz z predpokladu, Ze
zloZzeny vyrok neplati a tak nemozeme dokéazat, Ze naozaj neplati. Dokonca v takejto situacii mozeme
dojst aj nespravnemu zaveru (teda by vyrok bol tautologiou) — to, Ze sa nam nepodarilo dostat ku
sporu, neznamena, ze tam niekde skryty nie je.

V takejto situécii potrebujeme overit, Ze pre nami nidjdené ohodnotenie elementarnych vyrokov nam
vyjde naozaj nepravda (alebo to inym spoésobom zddévodnit, ale overenie je najjednoduchsie a najistej-
Sie). Je to rovnaka situacia, ako ked pri rieSeni rovnice (¢ ststavy rovnic) nam nestaci dospiet k tomu,
ze x = 17, y = 42 a z = 47, ale potrebujeme eSte vykonat skasku spravnosti (alebo inym spdsobom
odargumentovat, Ze nami najdené rieSenie vyhovuje).

Ako dokazovat kvantifikované tautologie

[lustrujeme si to na modifikacii tlohy @), kde dokazeme, ze

(Vz)(a(z) = b(z)) = ((Vz)a(z) = (V2)b(z))



je tautologia.

Priamy dokaz

1. Nech plati (Vz)(a(z) = b(x)).
Dokazeme, ze plati (Vz)a(z) = (Va)b(x):
2. Nech plati (Vz)a(z).

Dokazeme, ze plati (Vz)b(z):

Pre kazdé x plati:

3. a(z) (lebo 2.)

4. a(xz) = b(x) (lebo 1.)

5. b(z) (lebo 3. a 4.)

Teda plati (Vz)b(x).

Teda plati (Vz)a(z) = (Vz)b(x)
Teda plati (Vz)(a(z) = b(z)) = ((Vx)a(xz) = (Vx)b(x))

Komentdr. Dokazované tautolégia mé formu implikécie. Tt dokazujeme priamo tak, Ze predpokladame
pravdivost Tavej strany a ukadZeme, Ze plati aj prava strana. KedZe na pravej strane je opat implikécia,
tak tento postup zopakujeme. Dokazy tychto dvoch implikacii st v ¢ervenych ramcekoch. Dostaneme
sa k dokazovaniu vyroku v tvare v8eobecného kvantifikdtora (modry ramdéek). Ten dokazujeme tak,
ze napiSeme dokaz kvantifikovanej vyrokovej formy vSeobecne za pomoci premennej (zleny ramdcek).
Vs8imnite si, Ze vnitri zeleného raméeka nemame Ziadne kvantifikatory. Do vagich rieSeni nemusite pisat
tento komentar. TieZz mozete vypustit aj zavery ,, Teda plati. ..

Dokaz sporom

Pre spor predpokladajme, Ze (pre nejaké univerzum a nejaké vyrokové formy a(z), b(z) na nom
definované) plati negécia, teda:

—[(Vz)(a(z) = b(z)) = ((Vr)a(z) = (V2)b(z))]
2. (Vz)(a(z) = b(x)) A =[(Vz)a(x) = (Va)b(x)] (negacia 1.)

)(a(z) =

3. (Vz)(a(z) = b(z)) (lebo 2.)
)(a(z) A
—b(e

—_

4. (3z)(a(x) A =b(x)) (lebo 2. + negacia)

5. a(c) A ) pre nejaky prvok c (lebo 4.) (tu sme zaviedli do nasho dokazu novi premenni
¢, ktorou sme oznagcili prvok univerza, ktorého existenciu zarucuje vyrok 4.)

6. a(c) = b(c) (lebo 2. plati pre v8etky prvky univerza, teda aj pre nase c)

7. =(a(c) = b(c)) (negécia 5.) — SPOR s tvrdenim 6.

Casti pisané Sedou sluZia pre lepsie objasnenie, do rieSenia takto podrobne netreba pisat.

Celé tvrdenie z tlohy Eg) nie je tautolégia. To vieme dokézat dosadenim, kedy nam vyjde nepravda:

RiesSenie

Na doméne {1,2} definujme a(x) < x =1, b(x) < x = 2. Po dosadeni dostavame vyrok

EVm e{l,2)(z=1=z= 2Z<:> (SVJL’ e{l,2})(z = 11 = SVLL‘ e{1,2})(z = 22,

0, lebo neplati pre x=1 0, lebo neplati pre x = 2 0, lebo neplati pre z=1




l ktorého pravdivostnd hodnota je 0. J

Ako vieme na takéto dosadenie prist? Vyrokové formy si vieme predstavit ako tabulky, kde pre kazdy
prvok univerza mame napisané pravdivostni hodnotu, teda tabulku s hlavickou

x ‘ a(x) ‘ b(x)

Podme teda najst také vyrokové formy, pre ktoré nebude platit (Vz)(a(x) = b(z)) = ((Vx)a(z) =
(Vx)b(x)). Kedze ide o ekvivalenciu. Mame dve moznosti: 1 < 0 alebo 0 < 1. Pri prvej moznosti
sa nam darit nebude (mozno aj déjdeme k sporu a dokazeme, Ze ide o tautologiu, ako vyssie). Preto
sktisime druht moznost:

(Vz)(a(z) = b(x)) = ((Vz)a(z) = (Vz)b(z))

0 1
Z toho, ze (Vz)(a(xr) = b(z)) neplati mame, ze plati (3x)(a(xz) A —b(z)), teda z | a(z) | b(x)
existuje riadok tabulky, v ktorom méame 1 a 0. 1 0
Kedze b(z) je uz niekedy 0, tak vyrok (Vx)b(z) neplati. AvSak méa platit z | a(z) | b(x)
(Vz)a(z) = (Vz)b(z), preto (Vz)a(z) tiez neplati. Teda v niektorom riadku musi 1 0
mat a(z) nulu. 0

Presli sme uz vSetko. Tak ndm uZ ostéva len dokon¢it tabulku — volné miesto v b(z) vyplnime lubovolne
a nejako si pomenujeme prvky x univerza, napr. 42 a 47. Dostavame teda vyrokové formy definované
na {42,47} ako:

x ‘ a(x) ‘ b(x)
42 1 0
a7 0 | 0

Pre tie uz l'ahko overime, %e nam vyjde nepravdivy vyrok.

Niekol'ko rad ako dokazovat vyroky podla ich typu

Tu je prehlad zakladnych struktar dokazu podla typu vyroku, ktory mame dokazovat. Defaultne tak
dostaneme priamy dékaz, ale ni¢ nam nebrani pred dokazovanim si dokazované tvrdenie upravit na iné
(nepriamym dokazom ¢ matematickou indukciou).

AN B: Dokadzme A a potom dokaZzeme B.

AV B: Rozdelime dokaz na dva pripady (napr. ak je nejaké ¢islo parne alebo neparne). Z jedného
dokézeme A a zdruhého dokazeme B.

A = B: Predpokladame, ze A plati a dokdzeme B.

A < B: DokdZzeme A = B a B = A.

¢ V niektorych pripadoch je moZné najst postupnost ekvivalentych tuprav od vyroku
A k B. Tu v8ak treba byt obozretny, ¢i naozaj vSetky su ekvivalentné. Pre lepsiu kontrolu
odporuc¢ame skontrolovat, ¢ st vSetky tvahy spravne jednym aj druhym smerom.



(Vz)a(z): Dokadzeme a(x) za pouzitia premennej .

(3z)a(z): Ukadzeme platnost a(z) pre jednu konkrétnu volbu premennej = (napr. dokdzeme a(47)).
Pri volbe x moéZeme pouzit aj premenné, ale iba ak uz v nasom dokaze nejaké mame definované
(a nesmu byt ,zakryté* kvantifikdtorom).

A tu je prehlad zékladnych logickych krokov, ktoré vieme pocas dokazovania robit. Opéat pre kazdy z
najcastejsich typov vyrokov uvidzame, ¢o z neho mozno odvodit.

AN B: Vieme odvodit platnost A, rovnako aj platnost B.

AV B: Vieme rozdelit dokaz na dve ¢asti, v jednej predpokladame platnost A a v druhej platnost
B (vhodné pri dokazovani vyrokov so spojkou alebo).

A = B: Ak mame uZ dokazané A, vieme odvodit platnost B
A < B: Rovnako ako pri A = B, prip. B = A.

(Vz)a(z): Vieme za x dosadit honotu a odvodit pre tu platnost vyroku (napr. a(47), ak sme v celych
¢islach).

(3x)a(x): Zavedieme novi premennt, napr. ¢, a odvodime platnost a(c).



