CviCenie 4: matematicka indukcia

Uloha 1. Dokazte, ze pre vietky kladné celé &isla n plati

1)(n+2
124234344 tn-(nt1)="0T ;(n—i— ),

Uloha 2. Dokaizte, 7e pre kazdé celé &islo n > 2 plati rovnost
2.2243.2244.2+... 402" =(n—1)-2"

Dalsie tlohy na dokazovanie su¢tov najdete v http://www.dcs.fmph.uniba.sk/"rajnik/udds/zbierka.

pdf, str. 10.

Uloha 3. Dokazte, 7e pre [ubovolné prirodzené ¢islo ¢ je ¢islo 8¢ 4 6 delitelné siedmimi.

Uloha 4. Nech Fy =0a F; = 1. Pre k > 2 polozme Fy = Fj_1 + Fy_o (tzv. Fibonacciho postupnost).
Dokéazte, ze pre Tubovolné prirodené ¢&islo k plati

i+ F+- + Fy=Fpo— 1.
Uloha 5. Najdite vietky prirodzené &isla n, pre ktoré plati

a) 2" >n — 2, d) 2n < 3", g) 3" < nl,
b) n? <2m. e) 3" +4" > 5",
c) n! > 2", f) 27 > 20n, h) (2n)! < 227 . (n!)2

Uloha 6. Dokazte, ze pre kazdé celé ¢islo n > 2 plati

(n+1)!

N+21431+---+nl < .
n—1

Uloha 7. Dokaite, ze n priamok v rovine ma najviac n(n — 1)/2 priesecnikov.

Uloha 8. Na stole mame v rade n minci zlava doprava, ktoré mozu byt Tubovolne otocené (bud licom
nadol, alebo nahor). V jednom tahu méZeme zobrat niekolko prvych minci zlava a kazdt z nich otoéit.
Dokazte, ze mozeme nase tahy volit tak, aby sme po nejakom ¢ase mali vSetky mince otoc¢ené licom
nahor.

Uloha 9. Mame rad n poli¢ok, ktoré st striedavo biele a ¢erne. Do tychto poli¢ok vpiseme v nejakom
poradi ¢isla 1,2, ..., n, kazdé prave raz. V jednom kroku mozeme zvolit policka réznej farby a vymenit
na nich &isla. Dokazte, Ze bez ohladu na to, v akom poradi ¢isla vpiSeme do policok, nam staci spravit
2n — 2 krokov na to, aby sme ¢isla usporiadali vzostupne.

Uloha 10. Mame stvorcekovi siet rozmerov 27 x 2" stvoréekov pre celé &islo n > 1. Jedno zo Styroch
poli¢ok v strednom Stvorci 2 x 2 je zafarbené na Cierno. Dokazte, ze kazda takuto Stvorcekovi siet
vieme vydlazdit dlazdicami v tvare triomina L (ako na obrazku) tak, ze sa dlazdice nebudu prekryvat
a kazdé policko s vynimkou ¢ierneho bude zakryté dlazdicou. Dlazdice vieme aj otacat. |RieSenie]

Uloha 11. Hanojské veZe je hlavolam, ktory sa skladé z troch ty¢i (vezi) a n diskov (s dierou uprostred)
roznych velkosti. Na zaciatku su v8etky disky uloZené na jednej veZi. V jednom tahu moéZeme presunut
najvrchnejsi disk z jednej veze a polozit ho na vrch druhej veze. Po cely ¢as musime dodrzat pravidlo,
7e vacsi disk nemoze byt poloZeny na mensi disk. Cielom hlavolamu je presunut vsetky disky z jednej
ty¢e na druhu ty¢. Dokazte, Ze tento hlavolam mozno vyriesit pomocou 2" — 1 tahov.



http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/udds/zbierka.pdf
http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/udds/zbierka.pdf
http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/udds21/du/du1-ries.pdf

Dalsie tlohy na precvicovanie

Uloha 12. Dokaite, 7e pre kazdé prirodzené &islo n plati:
a) 3| nd—n,
b) 5| n®—n,
c) 31| 5"F! 4621
d) 133 | 117+ 4 12201,
Uloha 13. Najdite vetky prirodzené &isla n, pre ktoré plati
a) nl > 2", c) 3" +4" > 5", e) 3" < nl,

b) 2n < 3", d) 2" > 20n, f) (2n)! < 22" . (n!)2.

Uloha 14. Dokazte, ze policka tabulky 2" x 2" mozno zafarbit bielou a &ernou farbou tak, ze ked si
zoberieme Iubovolné dve riadky, tak sa buda na polovici miest zhodovat a na zvySnej polovici miest
lisit.

Uloha 15. V bani s neobmedzenym mnozstvom poschodi, ktoré st zhora nadol o¢islované —1, —2, —3, ...

pracuje niekol'ko (kone¢ne vel'a) trpaslikov. Kazdy den, v rovnakom ¢ase, z kazdého poschodia, na kto-
rom sa nachadzaji aspon dvaja trpaslici, sa prave jeden trpaslik presunie nadol o tolko poschodi,
kol'ko kolegov mal v ten den na svojom poschodi. Dokézte, Ze po uré¢itom (koneénom) poé¢te dni bude
na kazdom poschodi najviac jeden trpaslik.

Uloha 16. Pod rozlomenim obdlznikovej tabulky ¢okolady rozumieme jej rozdelenie (pozdlz priamky,
ktora prechadza hranami medzi Stvoréekmi) na dve obdlznikové tabulky, ktoré dohromady obsahuji
rovnaky pocet §tvoréekov ako povodna tabulka. Dokazte, Zze kazda obdlznikovi tabulku s n € Nt
polickami mozno rozdelit na jednotlivé Stvoréeky pomocou n — 1 rozlomeni. Ako by sa zmenilo rieSenie
tlohy ak by bola zadana pre tabulku a x b poli¢ok, kde a,b € NT.

Narocnejsie ulohy
Uloha 17. Nech Fy = 0,F; = 1,F, = 1,F3 = 2,... su fibonacciho ¢&sla. Dokazte, ze pre Tubovolné
n > 1 plati:

n
ZFk = Fopo— F
k=0

Uloha 18. Nech a1, as, ..., ap je n kladnych realnych ¢islel. Dokazte, Ze

n n
Zai <n-1+ Hmax(l,ai),
i=1 i=1

teda
ap+az+ -+ a, <n—14max(1,a;)max(1,asz)---max(1,a,).

Uloha 19. Dokéite, Ze pre l'ubovolnych n kladnych realnych ¢&isel x;, zo, ..., &, so sa¢inom 1 plati

T1+ T2+ ...+ T8 >N



Uloha 20. Dokéite, Ze pre lubovolnych n kladnych realnych ¢isel x;, o, ..., x, plati nerovnost

T €2 Tp—1 Tn
— 4+ — 4+ ...+
€2 €3 Tn T

Uloha 21. Dokazte, ze pre kazdé prvoéislo p a kazdé prirodzené &islo n plati p | nP —n.

Uloha 22. Turnaja sa zt¢astnilo n timov. Kazda (neusporiadand) dvojica timov odohrala prave jeden
zapas. Kazdy zapas sa skonéil vyhrou niektorého timu. Dokéze, Ze timy mozno zoradit do postupnosti
t1, to, ..., tp tak, Ze tim t; vyhral nad timom t9, tim ¢5 nad t3 a tak dalej az tim t,_1 vyhral nad
timom ¢,,.

Uloha 23. Nech z je realne &islo a @ + % je celé ¢islo. Dokézte, ze potom aj =™ 4+ x ™" je celé ¢islo pre
v8etky prirodzené ¢isla n.



Riesenie tlohy 77

Tvrdenie dokdZeme matematickou indukciou.
Pre n = 1: ak je jedind minca otoCena licom nahor, skon¢ili sme, inak ju vieme otocit.

Nech n € N7:

Indukény predpoklad (IP): Ak mame v rade n minci, tak ich vieme danymi tahmi oto¢it vetky licom
nahor.

Dokéazeme, ze ak mame v rade n + 1 minci, tak ich vieme tieZ danymi tahmi otocit:

1. Ak je posledna minca licom nadol, tak oto¢ime vSetky mince (prvych n + 1 zlava).

2. Teraz méame poslednt mincu otocent licom nahor. Podla indukéného predpokladu vieme aj
prvych n minci otocit licom nahor — ignorovanie poslednej mince nam tseky minci zlava nemeni.

Takze vieme aj rad n + 1 minci otocit licom nahor. Dékaz indukciou je tak hotovy.



