Cvicenie 8: Vlastnosti relacii, ekvivalencie,
rozklady

Uloha 1. Aké relacie poznate zo strednej Skoly? Pre kazdu z nich urcte, ¢i je reflexivna, ireflexivna,
symetricka, tranzitivna.

— Uloha 2. Rozhodnite, ¢ relacia R je reflexivna, ireflexivna, symetricka, tranzitivna:

a) R={(z,y) eRxR; z—ye(-1,1)}

b) S={(r,s) €ZXZ; |[r+s|=|34+r—s|}

c) T={(r,s) eERxR; |[r+s|=|3+7r—s|}

d) Relacia U na P(Z), taka ze (z,y) € U < 47 € x Ny.

e) V={(a,b) €ZxZ; 5| (a—Db)}.
— Uloha 3. Ktora relacia z predoslej tlohy je relaciou ekvivalencie? Popiste rozklad, ktory indukuje.
— Uloha 4. Dokaite, 7e pre kazdé kladné celé &islo d je relacia =4 definovana na Z tak, ze

a=qgb<d|(a—0b),

je relaciou ekvivalencie a popiste rozklad, ktory indukuje.

Pozndmka. Téato relacia sa nazyva kongruencia a velmi ¢asto sa vyuziva v teoérii ¢isel. Dava do vztahu
prave také ¢isla, ktoré maju rovnaky zvySok po deleni ¢islom d. Miesto znacenia a =4 b sa skor pouZiva
a =b (mod d) (¢itame a je kongruentné s b modulo d). Teda napr. 2 = 47 (mod 5), 12 =0 (mod 2),
22 =50 (mod 7).

— Uloha 5. Dokazte, 7e relacia
R={(z,y) e RxR; z—y e Z}

je relaciou ekvivalencie a popiste rozklad, ktory indukuje.

— Uloha 6. Kolko je vietkych relacii ekvivalencie na gtvorprvkovej mnozine? Kolko je ich na patprvkovej
mnozine?

Uloha 7. Dokazte, 7e ak R je tranzitivna relacia, tak aj R~ je tranzitivna relacia.

— Uloha 8. Nech R a S si relacie ekvivalencie na mnozine M. Uvazujme nasledovné reléacie

a) RUS, b) RN S, c) R—S, d) RS, e) R7L.

Pre kazdu z poduloh najdite priklad relacii R, S kedy vysledna relacia je opat relaciou ekvivalencie;
a taktiez priklad relacii R, S, kedy vysledna relacia nie je relaciou ekvivalencie. V pripade, Ze také
relacie R, S nemoZno najst, dokazte preco.

Uloha 9. Nech R a S st tranzitivne relacie. Co viete povedat o tranzitivnosti relacii

a) RN S, b) RUS, ¢) R—S, d) RS, e) R™17

Musia byt vidy tranzitivne? MéZu byt pre niektoré volby R, S tranzitivne a inokedy nie? Nebudu
nikdy tranzitivne?



Uloha 10. Rozhodnite, & relacia R je reflexivna, ireflexivna, symetricka, tranzitivna (do pozornosti
dévame hlavne tlohy po 1)):

a) Relacia R na Z x Z taka, ze (a,b)R(c,d) < ac = bd
Relacia R na Z x Z taka, ze (a,b)R(c,d) < ad = be
| ={(a,b) €Z xZ; FkeZ)(b=k-a)}

R={(z,y) €e RxR; sinz =siny}

)
)
)

e) R={(a,b) € ZxZ; 7|a+b}
) Relacia P na P(Z), taka ze (x,y) € P < xNy=7.
) Relacia P na P(Z), taka ze (x,y) € P <z Uy =Z.
) Relacia P na P(Z), taka ze (z,y) € P < xnNy = 0.
)

Relacia P na P({1,2,3}), takd ze (A,B) € P < |A| = |B|, kde |M| oznacuje pocet prvkov
(kone¢nej) mnoziny M.
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d)
d) € Z x Z; (cd+ 100)(cd — 60) = 0}
y) €L X L; |z +ylle—y| <3}

b) € Z x Z; (Ja+b| —24)(Ja — b| — 24) = 0}

={(z,y) eERXR; z—ye(0,1)}

={(z,y) € R x R; 2% =2y%}

Relacia R na N taka, ze (z,y) € R< x =29

Relacia R na R taka, ze (z,y) € R< x+y < 100

Relacia R na R taka, ze (z,y) € R < |z| < |y|.

Relacia R na R taka, ze (z,y) €e R< z—y € Q.

t) Relacia R na N taka, ze (v,y) € R < 3| 22 + 4°

Uloha 11. Ktoré z relacii z tlohy [10| st relaciami ekvivalencie? Aky rozklad uréuja?

Uloha 12. (*) Nech M je mnozina a R je mnozina vietkych relacii na mnozine M. Je R s operaciou
o skladania relacii grupa? Je skladanie relacii komutativne?

Uloha 13. Nech W je neprazdny systém relacii ekvivalencie na mnozine X. Dokézte, 7ze aj ) rew B
je relacia ekvivalencie na mnozine X.



