Cvicenie 4: Standardné kombinatorické konfiguracie

Definicia 1 (Variacie s opakovanim). Nech A = {1,...,k} a B je konetna mnozina taka, ze |B| = n.
Varidciou s opakovanim k-tej triedy z n prvkov mnoZiny B nazveme ubovolné zobrazenie f: A — B, Cize
prvok mnoziny B4.

Veta 1. Nech B je lubovolnd konecnd mnoZina takd, Ze |B| = n. Nech k € N je lubovolné. Pocet varidcii
k

s opakovanim k-tej triedy z n prvkov mnoZiny B je n”.
Definicia 2 (Variacie bez opakovania). Nech A = {1,...,k} a B je konefna mnozina taka, ze |B| = n.
Varidciou bez opakovania k-tej triedy z n prvkov mnoZiny B nazveme Tubovolné injektivne zobrazenie

f: A= B.

Veta 2. Nech B je lubovolnd konecnd mnoZina takd, Ze |B| = n. Nech k € N je lubovolné. Pocet varidcii
bez opakovania k-tej triedy z n prvkov mnozZiny B je

k—1
nfi=n.-(n-1)-...-(n—k+1) = H(n—j).
=0
Definicia 3 (Permutécie bez opakovania). Nech A = {1,...,n} a B je kone¢na mnozina taka, ze |B| = n.

Permutdciou mnoZiny B nazveme lubovolné bijektivne zobrazenie f: A — B, ¢iZe variaciu bez opakovania
n-tej triedy z n-prvkov mnoziny B.
Veta 3. Nech B je lubovolnd konecnd mnoZina takd, Ze |B| = n. Pocet permutdcii mnoZiny B je

n—1
n! ::nﬂ::n-(n—l)-...-lzH(n—k‘).
k=0

Nech A je koneCnéd mnozina. Zjavne existuje bijekcia medzi podmnoZzinami mnoziny A a zobrazeniami
f+ A — {0,1}: ku kazdej podmnozine B C A totiz méZeme definovat jej charakteristické zobrazenie
xp: A—{0,1} ako

1 akxeB

xB(x) = { 0 inak pre vietky x € A
a naopak, ku kazdému zobrazeniu f: A — {0, 1} vieme definovat jeho nosi¢ ako mnozinu

supp(f) ={z € A | f(a) # 0}.

Lahko vidiet, Ze obe priradenia B — xp a f +— supp(f) su injektivne (v skuto¢nosti ide dokonca o navza-
jom inverzné bijekcie). Podmnozin kone¢nej mnoziny A je teda presne tolko, ¢o prvkov mnoziny {0, 1}A.
Z pravidla mocnenia potom dostavame:

Désledok 1. Nech A je lubovolnd konecnd mnoZina takd, Ze |A| = n. Potom

|2(4)] = {0, 1}"] = 21 = 2.

7 tohto dévodu sa potenéna mnozina Z?(A) casto zvykne oznacovat aj ako 24.

Definicia 4 (Kombinacie bez opakovania). Nech B je kone¢na mnozina taka, ze |B| = n a nech k € N.
Kombindciou bez opakovania k-tej triedy zmn prvkov mnoZiny B nazveme lubovolnia k-prvkovia podmnoZinu
mnoziny B.

Mnozina vSetkych k-prvkovych podmnozin koneénej mnoziny B — ¢ize mnozina vSetkych kombinécii k-tej
triedy z B — sa zvykne oznacovat ako &7 (B) alebo ako (]g)



Veta 4. Nech B je lubovolnd konecnd mnozina takd, Ze |B| = n. Nech k € N je lubovolné. Pocet kombindcii
bez opakovania k-tej triedy z n prvkov mnozZiny B je

o= |()|- (1) = sy e
Ak navyse k < n, tak '
()=

Pri niektorych tlohéch je vyhodné zapoéitat moZznosti viackrat. Pokial kazdi mozZznost zapocéitame rovnako
vel'a krat, tak predelenim prislusnym ¢éislom dostaneme spravny vysledok. Jedna z forméalnych podob tohto
pravidla je nasledovna.

Veta 5 (Pravidlo delenia). Nech A a B si mnoZiny, k je kladné celé ¢islo a nech f je k-na-1 zobrazenie

A — B. Potom
|A|

B ="
B1=12
Zobrazenie f: A — B je k-na-1 zobrazenie, angl. k-to-1 correspondence, ak plati |f~1({b})| = k pre kazdy
prvok b € B (teda na kazdy prvok b € B sa zobrazi rovnaky pocet prvkov mnoziny A). V tejto redi je
teda bijekcia 1-to-1 correspondence.

Uloha 1. V Sportke sa taha 7 &sel zo 49. Kolko existuje roznych tahov, ak zaleZf na poradi vytia-
hnutych ¢isel? Cisla sa po vytiahnuti nevracaju do osudia.

Uloha 2. Student ma k dispozicii 6 povinne volitelnych predmetov. Kolkymi sposobmi si moze
vybrat a) dva, b) tri predmety, ktoré si zapise? Vypiste vSetky moznosti.

Uloha 3. Mame n > 7 knih, ale len 7 voInych miest na policke. Kolko méame moZnosti na ulozenie
knih na prazdne miesta?

Uloha 4. Kolko prvkov obsahuje mnozina X také, Ze pocet variacii bez opakovania druhej triedy
z prvkov X je 2407

Uloha 5. Mame mnozinu, ktora ma x prvkov. Ak sa pocet jej prvkov zvacsi o 2, tak pocet variacii
bez opakovania tretej triedy z jej prvkov sa zvacsi o 384. Najdite x.

Uloha 6. Kolkymi spésobmi mozno ofarbit policka §tvorcovej mriezky o rozmeroch n x n dvoma
farbami (bielou a Giernou) tak, aby v kazdom riadku aj stIpci bolo préave jedno &erne policko?

Uloha 7. V hre Mates sa taha 5 ¢isel z 35. Kolko existuje roznych tahov, ak nezalezi na poradi
vytiahnutych ¢isel?

Uloha 8. V éportke sa taha 7 ¢isel zo 49. Z nich je Sest ¢isel riadnych a jedno dodatkové. Kolko
existuje roznych tahov, ak nezélezi na poradi vytiahnutych riadnych ¢isel, ale zélezi na rozdiele medzi
riadnym a dodatkovym ¢islom?

Uloha 9. Kolko je 20-prvkovych postupnosti zloZenych z pismen {a, b}, ktoré obsahuju rovnaky
pocet oboch pismen?

Uloha 10. Kolko je 20-prvkovych postupnosti zlozenych z pismen {a,b}, ktoré obsahujt prave 7
vyskytov pismena a?

Uloha 11. Kolko je 20-prvkovych postupnosti zlozenych z pismen {a,b, ¢}, ktoré obsahujt prave 7
vyskytov pismena a?



Uloha 12. Kolko je 20-prvkovych postupnosti zlozenych z pismen {a, b, c}, ktoré obsahuju préave 6
alebo 7 vyskytov pismena a?

Uloha 13. Kolkymi sposobmi mozno ofarbit policka stvorcovej mriezky o rozmeroch n x n dvoma
farbami (bielou a ¢iernou) tak, aby bol v kazdom riadku parny pocet bielych policok?

Uloha 14. Kolkymi sposobmi mozno ofarbit policka §tvorcovej mriezky o rozmeroch 2n x 2n dvoma
farbami (bielou a ¢iernou) tak, aby v kazdom riadku bolo rovnako vela bielych a ¢iernych policok?

Uloha 15. Kolkymi sposobmi mozno ofarbit policka stvorcovej mriezky o rozmeroch n x n dvoma
farbami (bielou a ¢iernou) tak, aby bol v kazdom riadku aj stlpci parny pocet bielych polic¢ok?

Uloha 16. Vo firme je 8 zamestnancov. Kolkymi spésobmi mozno vybrat skupinu zamestnancov,
ktora sa zucastni konferencie.

Uloha 17. Na ihrisku sa stretlo 6 kamaratov. Kolkymi spésobmi sa mozu rozdelit na dva timy
velkost{

a) 2 a4,
b) 3 a 37
Pod rozdelenim na dva timy myslime rozklad mnoziny kamaratov na dve triedy.
V nasledujtcich tlohach rozumieme pod kartou usporiadant dvojicu (¢,n) € F x H, kde
F={0,0,& & a H=1{23450678,910,J,Q,K,A}.

Prvky mnoziny F' nazyvame farby a prvky mnoziny H hodnoty. Mnozina hodnot je linedrne usporiadané:
2<3<4<hH<6<T7T<8<9<10<J <@ < K < A. Pod pokrovou kombindciou rozumieme
[ubovolni mnozinu piatich (roznych) kariet. Pre stru¢nost mézeme miesto (¢, n) zapisovat ako cn, napr.

or.

Uloha 18. Kolko je vietkych pokrovych kombinacii?

V nasledujucich tlohéch sa pytame na pocet pokrovych kombinacii s istymi vlastnostami. Okrem
urcenia ich po¢tu vypocitajte aj pravdepodobnost, Ze pri ndhodnom vybere piatich kariet dostaneme
dant pokrovu kombinaciu.

Uloha 19. Kolko je vdetkych pokrovych kombinécii obsahujicich postupku piatich kariet rovnakej
farby (straight flush)?

Uloha 20. Kolko je vietkych pokrovych kombinacii obsahujtcich Styri karty s rovnakym &islom?

Uloha 21. Kolko je vsetkych pokrovych kombinacii obsahujucich tri karty s ¢islom z a dve karty
s ¢islom y # x (full house)?

Uloha 22. Kolko je vetkych pokrovych kombinacii inych ako full house?

Uloha 23. Kolko je vietkych pokrovych kombinacii, v ktorych maja vietky karty rovnaka farbu
(flush)?

Uloha 24. Kolko je vietkych pokrovych kombinacii, z ktorych mozno vytvorit postupku piatich
kariet Tubovolnej farby, ktoré nie su straight flush (straight)?

Uloha 25. Kolko je vietkych pokrovych kombinacii, ktoré obsahuji trojicu kariet rovnakej hodnoty
a zvy$né dve inej hodnoty, navzajom roznej (trojica);



— Uloha 26. Kolko je vsetkych pokrovych kombinécii obsahujucich dve karty s ¢islom z, dve karty
s ¢islom y a jednu kartu s ¢islom z, pricom z # x # y # z (dva pdry)?

— Uloha 27. Kolko je vsetkych pokrovych kombinéci, ktoré obsahuju aspoii jedno eso?

— Uloha 28. Na vecierku je n muzov a n zien. Kolkymi sposobmi sa vedia postavit do kruhu, ak
a) nie su ziadne obmedzenia,
b) dve zeny nesmu stat vedla seba.

Uloha 29. Za okrahly stol s 2n stolickami chceme usadit n manzelskych parov. Manzelia musia
sediet vedla seba, ale je jedno, ¢i muz bude napravo od manzelky alebo opacne. Kolkymi sposobmi
ich mozeme usadit, ak

a) rozliSujeme stolicky?

b) nerozlisujeme stolicky?

Na ¢o si dat pozor pri rieSeni takychto tloh

Kolko je vSetkych pokrovych kombinéacii obsahujicich dve karty s ¢islom x, dve karty s ¢islom y
a jednu kartu s ¢islom z, pricom z # x # y # z (dva pdry)?

Velmi ¢asty problém pri rieseni takychto zlozitejsich uloh si ilustrujeme na tlohe 26 ktora véacsina
Studentov na prvy pokus vyriesi nespravne. Jedno z takychto typickych rieseni je nasledovné. Pre
lepsiu nazornost ho zapiSeme viac formalne.

Nespravne rieSenie

e Vyberieme hodnotu a € H pre prvy par — 13 moznosti.

Vyberieme farby {f, g} € (I;) pre prvy par — (;1) moznosti.

Vyberieme hodnotu b € H pre druhy par — 12 moznosti.

Vyberieme farby {h,i} € (1; ) pre druhy péar — (4

2) moznosti.

Vyberieme hodnotu poslednej karty ¢ € (H — {a,b}) — 11 moZnosti.

e Vyberieme farbu poslednej karty j € F' — 4 moznosti.

Tatko vyberieme pokrovi kombinaciu { fa, ga, hb, ib, jc} a mame na to

4 4
13- -12- -11-4 moznosti.
2 2

Toto riesenie vlastne priamociaro zodpoveda nasledovnému programu, ktorym vypiSeme vsetky moz-
nosti

7

Problémom tohto rieSenia je, Ze zapocitava niektoré rieSenie viackrat. Napr. ku kombinacii
{07, 7,07, J, 3}

sa vieme dostat volbami:



L.a=7,f=0,g=8b=J,h=9,i=,c=3,j=é,
2.a=J,f=0,9g=0,b=7,h=0,i=M,c=3,]=é.

V druhom pripade dostaneme kombinaciu {QJ, $J, O7, 487, &3}, ¢o je rovnaka mnozina ako v prvom
pripade. Na poradi kariet totiz nezalezi.

Problémom je, Ze my nemame prvy pdr a druhy pdr, ako piSeme v rieSeni. Takto sme tie pary rozlisili,
no v skutoc¢nosti v skiimanej mnozine rozlisitelné nie su. Dve dvojice st rovnocenné.

Na formalnej trovni je problém v tom, Ze zovSeobecnené pravidlo suc¢inu, ktoré vyuzivame, pocita
usporiadané 6-tice. My v8ak chceme pocitat nieco iné — 5-prvkové mnoziny kariet. Na to potrebujeme
najst bijekciu, ktora nam z tychto usporiadanych 6-tic, ktoré obsahuji 6 ¢iastkovych informécii o
nasej pokrovej kombinéacii, zobrazi na samotnu pokrova kombinaciu.

No a prave na toto si treba dévat pozor. Pri ndsobeni moznosti ndm vzdy zalezi na poradi ¢iastkovych
volieb. Preto musime starostlivo kontrolovat, ¢i sme kazdi moznost zapocitali prave raz.

Ukazeme si dva sposoby ako rieSenie opravit. Prvym je len spocitat kolkokrat sme kazda moznost za-
pocitali a vyuzit pravidlo delenia. Druhym je pocitat uz priamo moznosti tak, nech kazdu zapocitame
prave raz.

RieSenie cez pravidlo delenia

e Vyberieme hodnotu a € H pre prvy par — 13 moznosti.

e Vyberieme farby {f, g} € (1;) pre prvy par — (g) moznosti.
e Vyberieme hodnotu b € H pre druhy par — 12 moznosti.
e Vyberieme farby {h,i} € (g) pre druhy par — (‘21) moznosti.

e Vyberieme poslednu kartu (j,¢) € F x (H — {a,b}) — 11 - 4 moznosti.
Podla zovSeobecneného pravidla sacinu mé& mnozina A takychto usporiadanych pétic
(a,{f,g},b,{h,i},(c,7)) velkost 13 - (3) <12 (3) 11 - 4. Majme zobrazenie f: A — B, kde B

je mnozina moznosti zo zadania, s predpisom

fla,{f,g},0,{h,i}, (¢, 7)) = {fa, ga, hb,ib, jc}.

Ktoré 5-tice sa zobrazia na pokrovi kombinéciu { fa, ga, hb, ib, jc}? Na prvom mieste musi byt
hodnota z nejakého paru — to moze byt a alebo b. Na druhom mieste sme museli vybrat dvojicu
farieb {f, g}, ak sme vybrali a, alebo dvojicu {h,i}, ak sme vybrali b. Na tretie miesto sme
museli vybrat druhi z hodnét a, b, ktoré mame dvakrat. Na Stvrté zvysni dvojicu farieb a
na piate miesto (j, c). Dostavame tak dve 5-tice (a, {f, g},b,{h,1}, (4,¢)) a (b,{h,i},a,{f, g}).
Podl'a pravidla delenia tak mame

Al 13-(3)-12-(5) -11-4

Bl=" = = 123552
1Bl =3 >

Riesenie bez pravidla delenia

e Vyberieme hodnoty {a,b} € (g), ktoré sa vyskytna dvakrat — (123) moznosti. Hodnoty v
mnozine {a, b} si ozna¢ime tak, aby platilo a < b.

e Vyberieme farby {f, g} € (g ) pre par s hodnotou a — (;l) moznosti.
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e Vyberieme farby {h,i} € (g ) pre par s hodnotou b — (;

) moznosti.

e Vyberieme poslednu kartu (j,¢) € F' x (H — {a,b}) — 11 - 4 moznosti.
Podla zovSeobecneného pravidla siacinu méme (123) . (;‘) . (g) - 11 - 4 moznosti, ako vy-
brat usporiadanu Stvoricu ({a,b},{f, g}, {h,i}, (¢, 7)), ktorej priradime pokrovi kombinaciu

{fa, ga, hb,ib, jc}.

Takéto zobrazenie je bijekcia. To mozeme ukazat tak, ze opét zistime, ktoré 4-ice sa zorbazia
na pokrovi kombinaciu { fa, ga, hb, ib, jc}. Na prvom mieste musia mat mnozinu dvoch hodnot
vyskytujtcich sa dvakrat — to musi byt {a, b}. Na druhom mieste musi byt dvojica farieb mengej
hodnoty, na trefom dvojica farieb vé¢sej hodnoty a na $tvrtom ostéava dvojica (i, c) pre kartu
mimo parov. Vzor kazdej pokrovej kombinacie je teda uréeny jednoznacne, teda ide o bijekciu.

Preto je pocet dvoch péarov
13 4 4
. . <11 -4 =123552.

K tymto dvom rieSeniam uvedieme programy, pre zmenu v C+-+, ktoré vypisu vSetky moznosti podla
predoslych pouziti zovseobecneného pravidla sic¢inu. Viete si skontrolovat, Ze funkcia dva_pary_1
vypiSe kazdu moznost prave dvakrat a funkcia dva_pary_2 kazdu prave raz.

J

#include <bits/stdc++.h>
#include "Combinatorics.h"

using namespace std;

set<int> difference(const set<int> &A, const set<int> &B) {

set<int> C;
for (int a : A) {

if (B.count(a) == 0) {

C.insert(a);

}
}
return C;

}

// Mnozina hodnot, pre jednoduchost mame 11 = J, 12 = Q, 13 =K, 14 = A
set<int> H = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14};

// Mnozina farieb: S = srdcia, K = kary, T = trefy, P = piky

set<char> F = {'S', 'K', 'T', 'P'};

void dva_pary_1() {
ofstream outf ("dva_pary_1.txt");
int pocet = 0;

for (int a : H) {
for (auto s : combinations_without_repetitions(F, 2)) {

char £ = *(s.begin());

s.erase(s.begin());

char g = *(s.begin());

for (int b : difference(H, {a})) {

for (auto t : combinations_without_repetitions(F, 2)) {
char h = *(t.begin());
t.erase(t.begin());
char i = *(t.begin());
for (char j : F) {
for (int ¢ : difference(H, {a, b})) {
outf << f << a << " "



KKg<KKLac"m"

<K h<<b<"?"

<K iKKbxkn"™"

<< j << ¢ << endl;
pocet++;

}
}

cout << pocet / 2 << " moznosti\n";

}

void dva_pary_2() {
ofstream outf ("dva_pary_2.txt");
int pocet = 0;

for (auto r : combinations_without_repetitions(H, 2)) {
int a = *(r.begin());
r.erase(r.begin());
int b = *(r.begin());
for (auto s : combinations_without_repetitions(F, 2)) {
char £ = *(s.begin());
s.erase(s.begin());
char g = *(s.begin());
for (auto t : combinations_without_repetitions(F, 2)) {
char h = *(t.begin());
t.erase(t.begin());
char i = *(t.begin());
for (char j : F) {
for (int c : difference(H, {a, b})) {
outf << f << a << " "
<K g<<a<< "
<< h<<<bxkm"H™"
< i1 <Kbxk ™"
<< j << ¢ << endl;
pocet++;

}
}

cout << pocet << " moznosti\n";

;

int main() {
dva_pary_1Q);
dva_pary_2Q);

Program vyuziva kniznicu Combinatorics.h, na ktorej pracovala Studentka Nadiya Balanchuk v
ramci ro¢nikového projektu. Mozete si ju stiahnut zo stranky: http://davinci.fmph.uniba.sk/
“balanchuk2/rp.html. Hore uvedeny program si mozete stiahnut na: http://www.dcs.fmph.uniba.

sk/“rajnik/uktg/cvika/poker.cpp.
Funkcia dva_pary_1 vypisuje kazdé rieSenie dvakrat (mozete si overit vo vystupnom siabore, najdete

tam napr. K2 P2 K3 P3 K4 aj K3 P3 K2 P2 K4, ¢o zodpoveda tej istej pokrovej kombinécii). Preto
vysledny pocet delime dvomi. Za to funkcia dva_pary_2 zapisuje do stiboru kazdi moznost préave

raz.


http://davinci.fmph.uniba.sk/~balanchuk2/rp.html
http://davinci.fmph.uniba.sk/~balanchuk2/rp.html
http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/uktg/cvika/poker.cpp
http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/uktg/cvika/poker.cpp

Tiez si mozete na tychto programoch v8imnut princip bijekcie (prip. inych zobrazeni k-na-1)

Vysledky tloh

49 - 48 - 47 - 46 - 45 - 44 - 43 = 497
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15. 2(m-1)?

_
W

16. 2°
17. a) (5) = () =15,b) 1(5) =10

2 4 3
18. (%)

19. Pocet straight flush pokrovych kombinacii je 9 - 4 = 36, teda pravdepodobnost je 36/ (552) ~
0,0000139.

20. 13-48 = 624
21. 13- (3) - 12 (5) = 3744

22. (7)—13-(3) - 12 (5) = 2595216
23. 4- () =5148

24. 9-4° —40 = 9176

25. 13- (3) - 48-44/2 = 54912

26. () - (%) 44 = 123552

27. (552) o (458)'



28. a) (2n — 1)1, b) (”7?2 —nl-(n—1)

29. a)2-nl-2" b) 222 = (np—1)!.2"



