Cvicenie 5: Kombintorické identity a sumy

Nasledujice identity je zvéacSa mozné dokazat dvoma principialne odlisnymi spésobmi: algebraickou ma-
nipulaciou alebo kombinatorickou interpretaciou. Hoci nemusi byt na Skodu vyriesit niekolko tloh aj
algebraicky, cielom je predovsetkym precvicenie kombinatorickijch dokazov. Takyto kombinatoricky dokaz
spociva v identifikicii vhodnych tried kombinatorickych konfigurécii, ktorych pocet je dany lavou a pra-
vou stranou identity a v naslednom pozorovani, ze medzi tymito triedami existuje bijekcia. Preto sa ¢asto
hovori aj o bijektivnych dékazoch.

Uloha 1. Dokazte, ze pre vietky n, k € N plati
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Uloha 3. Dokazte, ze pre vietky n, k € N plati
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Uloha 4. Dokazte, ze pre vietky n, k € N plati
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Uloha 5. Dokazte, ze pre vietky n,m, k € N plati
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Uloha 6. Dokazte, ze pre vietky n € N plati
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Uloha 7. Dokazte, 7e pre vietky n,r,s,t € N plati
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Uloha 8. Dokaite, 7e pre vietky n € N\ {0} plati
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Uloha 9. Dokazte, ze pre vietky n € N plati
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Uloha 10. Dokézte Vandermondovu identitu: pre vietky n,m,r € N plati
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— Uloha 11. Dokazte, ze pre vietky n € N plati
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Predosla tlohu by sme mohli mat zadant bez pravej strany — vtedy by naSou ulohou bolo najst jednoduchy
vyraz s rovnakou hodnotou, akii mé pocitand suma. Vysledny vyraz ma byt v tzv. uzavretom tvare,
teda nesmie obsahovat Ziadnu sumu, su¢in s premennym poctom ¢lenov ¢i proste tri bodky. Aké metody
mozZeme pouzit na dokazovanie sim? Jednou z nich je pocitanie dvomi sp6sobmi. Zhrnieme teraz aj
prehlad ostatnych metod.

1. Vypocitat si niekolko prvych ¢lenov, na zaklade nich si tipnat vysledok a néasledne dokézat jeho
spravnost (napr. matematickou indukciou). Vela vysledkov je vSak takych, Ze nevidno dobre z nich,
¢o su zac.

2. Pouzit pri vypocte intd, uz znamu sumu. Casto si to vyzaduje upravit sumu do tvaru vhodného pre
aplikdciu znamej sumy. To ¢asto obnasa

pouzit kombinatorické identity;

rozpisat si kombinac¢né ¢isla cez faktorialy a upravit ich tak, aby sme dostali kombina¢né &islo
(¢isla) vhodné pre suméciu;

vyhatie konstanty pred sumu (> c-ar = ¢ ag);
rozdelenie sumy na viac sam (> (ag + bg) = > ar + > bi);

substituovat premenné, upravit tym sumadcny rozsah.

3. Upravit zndmu sumu obsahujicu redlnu premennt x (napr. Binomicka vetu) do vhodného tvaru
aplikovanim operacie ako st derivacia alebo integracia.

4. Najst kombinatorickt interpretaciu sumy (teda nejaka ulohu kde pocet moznosti mozno pocitat
rieSenou sumou) a prist k po¢tu moznosti inym, jednoduchsim spdsobom. Teda ide o to, ¢o sme
trénovali na cviceni 5, len s tym, Ze mame len jednu stranu rovnosti.

Pri pouzivani znamych stm pride najviac vhod binomicka veta.

Veta 1 (Binomické veta). Pre vsetky x € R an € N plati

(1+a2)" = kzn::O (Z)x’f

Mézete v8ak pouzivat aj iné zndme sumy, napr. tie, ¢o sa uvadzaju v skriptach alebo v cvi¢eni 5. Ak v8ak
pouZivate sumu z cvicenia, ktora nemé nazov, tak suc¢astou tplného riegenia by mal byt aj jej dokaz. Ked
pouzivate sumu, ktora je pomenovana (napr. Cauchyho sé¢itaci vzorec), uvedte jej nazov — vtedy je vidno,
7e sa odvolavate na nie¢o zndme a taktiez na aké presne tvrdenie sa odvolavate, teda nemusite pisat do
rieSenia aj dokaz.

Uloha 12. Kombinatoricky interpretujte binomickt vetu pre z € N.
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Uloha 27. (*) Vypoditajte
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Uloha 28. Vypoditajte

Uloha 29. Vypocitajte pre n € N, n > 3:
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Uloha 30. Dokéite, 7e pre vietky n, k € N plati

Uloha 31. Vypodcitajte sumu

.

Il 3

B
N\
> .
~__

Uloha 32. Vypoditajte sumu
i I n\[(n—=k
k)J\m—Ek)
k=1

Uloha 33. V zavislosti od prirodzeného ¢&sla n vypoéitajte sumu
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Uloha 34. Vypodcitajte sumu v zavislosti od nezapornych celych ¢isel n, k:
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Uloha 35 (*). Dokézte, Ze pre vietky n € N plati
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kde F,,+1 je (n + 1)-vé Fibonacciho ¢islo.
Uloha 36 (*). Dokaite, Ze pre vietky n € N plati
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Viaceré kombinatorické identity mozno dokézat ich transforméaciou na lahgie dokézateIné identity medzi
polynémami. To znamen4 najst k danej identite L(s) = R(s) polynémy pr(z) a pr(z) také, Ze koeficient
pri 2° je v pr(z) rovny L(s) a v pr(x) je rovny R(s). Nasledne staci dokéazat, ze pre vSetky x plati
pr(x) = pr(x) — rovnost koeficientov je priamym dosledkom. Pri hladani vhodnych polynémov pr(z) a
pr(x) je uzitoénym néstrojom prave binomicka veta. Vid tiez poznamku pod vetou 2.15 zo skript.

Aj ked sa pouzZitie tejto metody obmedzuje iba na relativne nevelku triedu identit, ide o zaklad ovela
v8eobecnejsej metody tzv. generujicich funkcii (niekde tiez vytvdragucich funkci), v ktorej sa namiesto
polynémov pouzivaju ,,nekone¢né polynémy“, ¢ize formdlne mocninové rady. To uz vSak presahuje ramec
tohto predmetu. Viac sa mozete dozvediet na predmete Kombinatoricka analyza (1).

Uloha 37 (*). Pomocou binomickej vety dokazte pre vietky n,s € N identitu
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Uloha 38 (*). Pomocou binomickej vety dokazte pre vietky n,s € N identitu
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Napovedy k rieSseniam

1. Pocet spoésobov, ako vybrat k-prvkovi podmnozinu n-prvkovej mnoziny pricom jeden prvok je
Specialny.

3. Z n+1 &isel losujeme k nerozlisiteInych a jedno dodatkové.

4. 7 n ¢isel losujeme k nerozliSiteInych a jedno dodatkové.

o

Pocet n-pismenovych slov z pismen {a, b, ¢} obsahujucich prava m pismen a a préave k pismen b.

6. Mame po n prvkov na 3 kdpkach, chceme vyberat z nich n. Rozdelime na pripady podla toho,
po kolko prvkov vyberame z troch képok: 3+0+0,2+14+0, 1 +1+ 1.

7. Pocet slov dlzky n z pismen {a, b, c,d} takych, Ze pocet a a b je s, pocet b a c je r, pocet b je t.

8. Pocet podmnozin (ne)parnej velkosti. Kazda takd podmnozina je jednozna¢ne urcéenda n — 1
miestami charakteristického vektora.

9. Z 2n prvkov vyberdme podmnozinu n prvkov: vyberieme k£ z prvych n a z druhych n prvkov
vyberieme k, ¢o tam nie si.

10. Z n + m prvkov vyberame r prvkov. Rozdelime na pripady, kedy vyberame k z m a zvySnych
r — k z m prvkov.

11. Pocet n-pismenovych slov z pismen {a, b, c}.
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30. Pocet n-pismenovych slov z {a, b, ¢} obsahujucich presne k pismen a.

31. (Zﬁ) Pocet (k + 1)-prvkovych podmnozin (n 4 1)-prvkovej mnoziny. Rozdelime na pripady

podla najvacsieho prvku.
35. Pocet postupnosti zlozenych z ¢isel {1, 2}, ktorych sucet je n.
37. Roznasobnte zatvorky v rovnosti (1 + z)" ™! = (1 + 2)" + z(1 + z)".

RieSenia vybranych tloh

RiesSenie tlohy 32

Zo sumy mozeme vidiet, Ze si z n vyberdme k prvkov, oznacme si ich A. Z tychto k& A-ckovych prvkov
si vyberieme eSte jeden Specialny. Povedzme, Ze jedno A si pod¢iarkneme. Zo zvysnych n — k prvkov
si eSte vyberieme m — k prvkov, ktoré si oznac¢ime B. Zvy$né nevybrané prvky si oznacime C. Cislo k
moze nadobudat hocijaké hodnoty od 1 po m, ale stale nam plati, Ze pocet A-Cok a B-Cok je rovnaky
—je to m. Podme to teda dat dohromady.

Budeme pocitat pocet n-prvkovych postupnosti zloZzenych z pismen A, B, C, ktoré obsahuju v stucte

presne m pismen A a B a navySe obsahuji jedno A, ktoré je pod¢iarknuté. Rozlozime si vSetky
postupnosti na diskjunktné mnoziny podla po¢tu pismen A. Pocet postupnosti, ktoré obsahuju presne

k znakov A (vratane podéiarknutého) je
n\[(n—=k
k .

Totiz, mame (Z) sposobov, ako vybrat pozicie, na ktorych bude znak A, pre kazdy vyber mozeme
k spésobmi vybrat pod¢iarknuté A a potom vzdy mozeme vybrat (Z:Z) miesta, na ktorych budua


http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~kompisova/uktg1819/du/du02-ries
http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~kompisova/uktg1819/du/du02-ries

znaky B. Pocet vetkych takychto postupnosti vypoéitame teda podla pravidla suctu presne nasou
sumou.

Iny sposob, ako vieme dostat pocet tychto postupnosti, je Ze si najprv vyberieme pozicie, na ktorych
budi znaky A alebo B, na nevybrané pozicie umiestnime rovno C'. To vieme spravit (;ZL) sposobmi.
Spomedzi tychto m pozicii si vyberieme jednu, na ktorej bude podciarknuté A, na ¢o méame zakazdym
m moznosti. Na zvysnych m — 1 poziciach mézu byt uplne l'ubovolne znaky A a B, pre kazda z nich
mame 2 moznosti, teda spolu 2™~ moZnosti. Podla zovieobecneného pravidla sti¢inu tak je vSetkych

postupnosti
n
<m) m - 2m71’

¢o je teda aj vysledok naSej sumy.

Riesenie tlohy 33

Uvazujme tlohu: Mame 5n deti, z toho 2n chlapcov a 32 dievéat. Kolkymi spésobmi mozZno z nich
vytvorit tim pozostavajici z n deti a v ramci timu urcit dvoch kapitanov: jedného chlapca a jedno
diev¢a. Formalne mozno tuto ulohu vyjadrit napriklad takto. Mame mnoziny C' a D takeé, ze |C| = 2n,
|D| =3n a DN C = (. Checeme urcit pocet prvkov mnoziny

M:{(T,c,d); T e (OUD>/\ceCﬁT/\deDmT}.
n

1. rieSenie Vsetky vybery rozdelime na mnoziny My, M, ..., M,, kde pre kazdé k € {0,1,...,n}
mnozina Mj obsahuje vybery obsahujtce prave k£ chlapcov. Tieto mnoziny st po dvoch disjunktné,
nakol'ko obsahuji moZnosti s roznym poc¢tom chlapcov. Kazdy tim z mnoziny M, je jednoznacne
urcéeny nasledovnymi vybermi:

. v v . 2 ~ .
1. Vyberieme mnozinu k chlapcov 7., na ¢o méame ( ,?) moznosti.
2. Vyberieme mnozinu n — k diev¢éat Ty, na ¢o mame (n?flk) moznosti.

3. Z k vybranych chlapcov vyberieme chlapca kapitana, teda vyberieme ¢ € T, na ¢o mame k
moznosti (pre kazdy vyber T,).

4. Podobne mame n — k moznosti pre vyber diev¢ata kapitana d € Tj.

Takto sme dostali tim T, UTy s kapitanmi ¢, d. Podla zov§eobecneného pravidla su¢inu mame celkom

2n 3n . ]
| My,| = (k:) (n - k)k(n — k) moznosti.

Podla pravidla suctu je vSetkych moznosti
" " 2n 3n
Soiai =Y ken- k(%) ()
k=0 k=0

¢o sa rovna nasej sume.



2. rieSenie Tim vieme vybrat aj nasledovne:

1. Vyberieme kapitana chlapcov ¢ € ', na ¢o mame 2n moznosti.

2. Vyberieme kapitanku dievéat d € D, na ¢o mame 3n moznosti.

CUD—{c,d}

s ), na ¢o

3. Zo zvysnych bn — 2 deti vyberieme zvy$nych n — 2 deti do timu, teda 7" € (
5n—2

2 ) moznosti.

méame vzdy (

Tymto je jednoznacne uréeny tim {c, d}UT" s kapitanmi ¢, d. Podl'a zovSeobecneného pravidla stcinu
je takychto timov
on — 2 5n — 2
2n - 3n - " = 6n° " .
n—2 n—2

KedZe ide o rieSenie rovnakej ulohy (resp. formalne o mohutnost mnoziny M), tak tato hodnota je
rovné sume zo zadania.

Riesenie tlohy 34

Zadanie dlohy Uvazujme nasledovnu kombinatoricktl tilohu: Mame Sportovy klub, ktorého hraci
st o¢islovani ¢islami 1,2, ..., n + 1 od najmladsicho po najstarsicho. Z hracov treba vybrat (k + 1)-
¢lenny tim (podmnozinu) spolu s kapitanom. Kapitan moze, ale nemusi byt sucastou timu, no v time
musi existovat niekto starsi ako on.

1. rieSenie Mozné vybery timov rozdelime na po dvoch disjunktné mnoziny. Prei € {k, k+1,...,n}
uvazujme mnozinu M, ktora obsahuje vybery timov, kde je hra¢ ¢ 4+ 1 najstarsi. Kazdy takyto tim
potrebuje este vybrat k hracov, ktorf musia byt vybrani spomedzi hracov {1,2,...,i}, na ¢o mame

(;) moznosti. Potom eSte musime urcit kapitana — nim méZe byt ktokolvek s mensim ¢islom ako
t 4+ 1, na ¢o mame ¢ moznosti. Spolu teda mame

/i
7 moznosti.
>if,)

i=k

o v . . v e v . . sz . s . 2 1 v ,
2. rieSenie Najprv vyc¢islime moznosti, kedy je kapitan sticastou timu. Vtedy mame (Zil) moznosti

na vyber ludi v time. Pre kapitdna mame len k£ moznosti, kedZe nim nemoze byt najstarsi hra¢. Spolu

tu teda mame k(Zﬁ) moZnosti.

Ak kapitéan nie je sucastou timu, tak mame (Zi;) moznosti ako vybrat hracov, ¢o buda tvorit tim a

kapitana. Potom méame k + 1 sposobov ako urcit hraca, ktory nepojde do timu a bude kapitdnom —

opét nemozeme zvolit najstarsieho. V tomto pripade méame (k + 1) (ZE)

Vysledny pocet moznosti, a teda aj vysledok nasej sumy, teda je

(i2a) a0 (i)



