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Cvicenie 10: Grafy I — zdkladné pojmy

Definicia 1. Graf je dvojica G = (V, E), kde V je neprazdna konetn4 mnozina a
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Prvky mnoziny V' nazyvame vrcholmi, prvky mnoziny E nazyvame hranams.

Ak v grafe G = (V, E) pre nejaké (nie nutne rozne) vrcholy u,v € V a hranu e € E plati e = {u,v},
hovorime, Ze hrana e je incidentnd s vrcholmi u a v. Pod rddom grafu rozumieme pocet prvkov mnozZiny
V.

Uvedené terminologia nie je tplne ustalend a moze sa od zdroja k zdroju 1isit. Takto definovany pojem
sgraf“ sa napriklad ¢asto oznacuje ako jednoduchy graf; niektoré hrany pripustaju nasobné / paralelné
hrany (multigrafy), slu¢ky vo vrcholoch alebo orientované hrany.

Definicia 2. Nech G = (V,E) je graf a k € N. Graf G je k-reguldrny, ak pre vSetky v € V plati
degs(v) = k. Graf G je regularny, ak je k-regularny pre nejaké k.

Uloha 1. Rozhodnite, & existuje graf, ktorého vrcholy maju stupne:
a) 4,3,2, 2,1, 0;
b) 4,2,2,2, 1, 1;
c) 6,4,3,3,2, 2, 1;

d

)
)
) 7,6,5,4,3,2, 1;
)

e) 6,6,5 4,2, 2 1;
f) 8,7,7,6,3,2 22 2, 2 1.

Uloha 2. Dokaite, 7e v kazdom jednoduchom grafe, ktory ma aspoi dva vrcholy, existuju aspon dva
vrcholy s rovnakym stupiiom.

Uloha 3. Najdite vietky dvojice (n, k) € N? také, Ze existuje aspoii jeden k-regularny jednoduchy
graf radu n.

Uloha 4. Nech n > 1 je prirodzené ¢islo. Najdite pocet vietkych jednoduchych grafov na mnozine
vrcholov V = {1,...,n}.

Uloha 5. Nech n, k > 1 st prirodzené ¢isla. Najdite pocet vetkych jednoduchych grafov na mnozine
vrcholov V' = {1,...,n}, ktoré maja prave k hran.

Uloha 6. Najdite vietky navzajom neizomorfné 3-regularne grafy radu 6.

Uloha 7. Zistite, ktoré z nasledujucich grafov su izomorfné.

a) b) c)
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d) e) f)

Uloha 8. Nech G = (V, E) je graf taky, Ze pre vietky v € V plati deg,(v) > 2. Dokazte, ze graf G
musi nutne obsahovat kruznicu.

Uloha 9. Dokazte, ze v Tubovolnom 2-regularnom grafe lezi kazdy vrchol na prave jednej kruznici.
Uloha 10. Popiste vietky grafy, ktoré neobsahuju ziadnu cestu dizky 3.

Uloha 11. Dokézte, 7e kazdy graf G obsahuje cestu dizky 6(G) a kruznicu dlzky aspoit §(G) + 1
(pre 0(G) > 2), kde 6(G) je najmensi stupen grafu.

RieSenia

1. Neexistuju:

¢) nemdze mat tri vrcholy neparneho stupna

d) vrchol stupiia 7 ma len 6 dalsich, s ktorymi moéze byt spojeny

e) dva vrcholy stupfia 6 musia byt spojené s kazdym ostatnym, ¢o porusi stupen 1. f) z vrcholov
stupnov 8, 7, 7, 6 vychadza aspon 5+ 4 + 4 + 3 = 16 hran, ale do zvy$nych vrcholov méze vchadzat
najviac 3+2+2+2+4+2+2+1 =14 hran

Graf radu n nemoze mat vrchol stupna 0 a aj n — 1.

. Musi platit n > k a ak n je neparne, tak k£ musi byt parne.

(n(n—l)/Q)

2.

3

4. on(n=1)/2
5 k

6. K33 a Ky, kde sme jeden vrchol nahradili trojuholnikom.
7

. Triedy izomofnych grafov su {a), d), e)}, {b)}, {¢)}, {f)}
f) obsahuje ako jediny 5 vrcholov
b), ¢) obsahuji kruznice dlzky 4, pricom v grafe c) sa kazda hrana nachadza v nejakej kruzinici dlzky
4.

9. Ak by lezal na viacerych, tak vrchol, v ktorom sa kruZnice rozpoja, méa velky stupen.

10. Grafy, v ktorych kazdy komponent je bud Cj, alebo hviezda — graf, kde je jeden vrchol spojeny
s hranou s d'alsimi ¢ vrcholmi (a Ziadne iné hrany neobsahuje), i > 0

11.



