Cvicenie 11: Grafy II — stromy, bipartitné a eulerovské grafy

Uloha 1. Je riesenei nasledovnej lohy spravne?
Zadanie. Dokéazte, ze kazdy n-vrcholovy graf G s 6(G) > 3 obsahuje kruznicu diiky 4.

Riesenie. Tvrdenie dokdzeme matematickou indukciou podla n. Graf s minimalnym stupiom vrchola 3 musi mat
asponi 4 vrcholy. Ak n =4, tak G = K4 (iplny graf na 4 vrcholov), ktory obsahuje kruznicu dlzky 4.

Predpokladajme teraz, ze tvrdenie plati pre nejaké n a dokdzeme, ze plati aj pre n + 1. Vezmime si n-vrcholvy graf G
s minimalnym stupiiom aspon 3. Podla indukéného predpokladu obsahuje kruznicu diiky 4. Ak do grafu G priddame
novy vrchol stupna aspon 3, tak dostaneme (n+ 1)-vrcholovy graf G’. Novy graf G’ m4 tiez minimdlny stupen aspon 3
(lebo sme len pridali hrany) a stdle obsahuje kruznicu diiky 4. Tvrdenie teda plati aj pre n+ 1, ¢im je dokaz indukciou
hotovy.

Stromy

Definicia 1. Graf G = (V, E) je acyklicky, ak neobsahuje ziadnu kruznicu. Strom je Tubovolny suvisly acyklicky graf.

Veta 1. Nech G = (V, E) je jednoduchy graf. Nasledugice turdenia si ekvivalentné:
(i) G je strom.
(i) Lubovolné dva vrcholy grafu G su spojené prdve jednou cestou.
(i41) Graf G je stvisly a po odobrani lubovolnej hrany vznikne z grafu G nesivisly graf. (G je minimdlne sivisly)
(iv) Graf G je acyklickyj a po pridani lubovolnej hrany vznikne kruznica. (G je mazimdlne acyklicky)

(v) G je sdvisly graf radu m € N s n — 1 hranami.

Definicia 2. Nech T = (V, E) je strom. List je lubovolny vrchol v € V taky, ze degr(v) = 1.

— Uloha 2. Dokazte, ze kazdy netrividlny strom ma aspon dva listy.
— Uloha 3. Dokéazte, ze strom s n vrcholmi ma prave n — 1 hran.
Uloha 4. O strome T vieme, ze ma
e 4 vrcholy stupna 2,
e 2 vrcholy stupna 3,
e 7 vrcholov stupna 4,
e maximalny stupen 4.
Kolko moéze mat strom T listov?
Uloha 5. Nijdite vSetky stromy 7' = (V, E) obsahujtce vrchol v € V taky, ze degp(v) = 0.
Uloha 6. Kolko najmenej a kolko najviac listov moze maf strom na n vrcholoch?
— Uloha 7. Dokézte, 7e kazdy strom T mé4 aspoil A(T) listov.
Uloha 8. N4jdite vsetky regularne stromy.
Uloha 9. Dokazte vetu [1]
Uloha 10. Dokézte, Ze vrcholy stromu mozno oéislovat vy, va, ..., v, tak, Ze pre kazdé ¢ > 2 mé vrchol v; prave
jedného suseda v mnozine {vy,ve,...,v;_1}.

Definicia 3. Nech G = (V, E, I) je stvisly graf. Kostra grafu G je lubovolny strom T, ktory je faktorom grafu G.

Uloha 11. Nech G = (V, E, I) je stvisly graf a T je jeho kostra. Dokéite, ze diam(T) > diam(Q).

Uloha 12. Dokézte alebo vyvrafte: kazdy stvisly graf G = (V, E,I) m4 aspon jednu kostru T taku, ze diam(T") =
diam(G).
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Bipartitné grafy

Uloha 13. Nech n, m > 1 st prirodzené &isla. N4jdite pocet vSetkych jednoduchych bipartitnych grafov na mnozine vr-
cholov V' = {uy, ..., Up,v1,...,0m}, ktorych partie si dané mnozinami vrcholov Vi = {uy,...,u,} aVo = {v1,...,0n}

Uloha 14. Dokéite, 7e kazdy k-reguldrny bipartitny graf (k > 1) musi mat parny poéet vrcholov. Néjdite vhodné
zosilnenie tohto tvrdenia.

Uloha 15. Nech G je stvisly 3-reguldrny bipartitny graf. Dokézte, 7e ak z neho odstranime Tubovolny vrchol, tak
ostane suvisly.

Uloha 16. Nech G je stvisly 3-reguldrny bipartitny graf. Dokdite, Ze ak z neho odstranime lubovolnd hranu, tak
ostane suvisly.

Eulerovské grafy

Definicia 4. Stvisly graf G = (V, E) je eulerovsky, ak v iom existuje uzavrety fah obsahujtci vsetky hrany (eulerovsky
tah).

Veta 2. Nech G = (V, E) je stvisly graf. Graf G je eulerovsky prdve vtedy, ked st stupne vietkijch jeho vrcholov pdrne.

Veta 3. Nech G = (V,E) je sivislyj graf. V grafe G existuje otvoreny fah obsahujici véetky hrany prdve vtedy, ked v grafe
G existuji prdve dva vrcholy nepdrneho stupria.

Definicia 5. Hranovy graf L(G) grafu G je graf, ktorého vrcholmi sd hrany grafu G a dva vrcholy sd spojené hranou prave
vtedy, ked’ hrany, ktoré st reprezentované vrcholmi L(G), maji spoloény vrchol.

Uloha 17. Zistite, & sd nasledujuce grafy eulerovské:
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Uloha 18. Zistite, & v grafoch z predchidzajicej tlohy existuje otvoreny fah obsahujiici vietky hrany.
Uloha 19. Dokézte vetu
Uloha 20. Néjdite vietky n > 1 také, ze kompletny graf K,, je eulerovsky.
Uloha 21. Dokézte alebo vyvratte masledujice implikécie:
1. Graf G je eulerovsky = hranovy graf L(G) je eulerovsky.

2. Hranovy graf L(G) je eulerovsky = graf G je eulerovsky.

Uloha 22. Ked chceme povedat, Ze premenné a, b, ¢ majui navzajom rozne hondoty, tak na to ¢asto pouzivame zapis
a # b +# c+# a. Zapis a # b # ¢ nestaci, lebo reldcia # nie je tranzitivna a nevyplyva z neho, ze a # c. Njdite vSetky
kladné celé éfsla n, pre ktoré vieme zapisat, Ze n premennych je navzdjom roznych, s vyuzitim (g) symbolov # (pre
n = 3 teda mdme vyssie priklad vyhovujiceho zapisu).

Uloha 23. Nech M = {1,2,...,17}. Dokézte, 7e existuje postupnost prvkov mnoZiny (Jg), v ktorej sa kazda dvojca
navzajom disjunktnych 5-prvkovych podmnozin mnoziny M nachiddza prave raz vedla seba.



Uloha 24. Hypotéza o dvojitom pokryti kruznicami hovori, ze pre kazdy graf G, ktory neobsahuje most, existuje
mnozina kruznic multimnozina I takd, ze kazdd hrana grafu G sa nachadza préave v dvoch kruzniciach z K. Dokézte, ze
tdto hypotéza plati pre eulerovské grafy. (Most je takd hrana grafu, ktorej odstrdnenim sa zvysi pocet komponentov.)

RieSenia

4. 18

5. 1-vrhcolovy graf

6. Najmenej 2: cesta. Najviac n — 1: hviezda.

7. Zoberte si vrchol najvacsieho stupna a najdite listy v podstromoch, ktoré st nan zavesené
8. 1-vrcholovy graf

14. Spocitame pocet hran a vyjde, Ze jeho particie musia byt rovnako velké.
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16.



