
Sada domácich úloh z UKTG č. 2
Termı́n: streda 10. 4. 2023, 23:59

Úloha 1

(1,5 boda) V závislosti od prirodzeného č́ısla n vypoč́ıtajte sumu

n∑
k=0

k(n− k)

(
2n

k

)(
3n

n− k

)
.

Riešenie cez úpravy

Pre k = 0 a k = 0 nám v sume vyjde 0, teda tieto dva členy môžeme vyhodit’. Upravujme:

n∑
k=0

k(n− k)

(
2n

k

)(
3n

n− k

)
=

=
n∑

k=1

k(n− k)
(2n)!

k!(2n− k)!

(3n)!

(n− k)!(2n+ k)!
=

=
n−1∑
k=1

(2n)!

(k − 1)!(2n− k)!

(3n)!

(n− k − 1)!(2n+ k)!
=

=
n−1∑
k=1

(2n)(3n)
(2n− 1)!

(k − 1)!(2n− k)!

(3n− 1)!

(n− k − 1)!(2n+ k)!
=

=
n−1∑
k=0

(2n)(3n)

(
2n− 1

k − 1

)(
3n− 1

n− k − 1

)
=

= 6n2

n−1∑
k=1

(
2n− 1

k − 1

)(
3n− 1

n− k − 1

)
.

Použijeme substitúciu ℓ = k − 1:

6n2

n−2∑
ℓ=0

(
2n− 1

ℓ

)(
3n− 1

n− 2− ℓ

)
.

Táto suma sa podl’a Cauchyho sč́ıtacieho vzorca rovná

6n2

(
(2n− 1) + (3n− 1)

n− 2

)
= 6n2

(
5n− 2

n− 2

)
.

Riešenie cez poč́ıtanie dvomi spôsobmi

Uvažujme úlohu: Máme 5n det́ı, z toho 2n chlapcov a 32 dievčat. Kol’kými spôsobmi možno z nich
vytvorit’ t́ım pozostávajúci z n det́ı a v rámci t́ımu určit’ dvoch kapitánov: jedného chlapca a jedno



dievča. Formálne možno túto úlohu vyjadrit’ napŕıklad takto. Máme množiny C aD také, že |C| = 2n,
|D| = 3n a D ∩ C = ∅. Chceme určit’ počet prvkov množiny

M =

{
(T, c, d); T ∈

(
C ∪D

n

)
∧ c ∈ C ∩ T ∧ d ∈ D ∩ T

}
.

1. riešenie Všetky výbery rozdeĺıme na množiny M0,M1, . . . ,Mn, kde pre každé k ∈ {0, 1, . . . , n}
množina Mk obsahuje výbery obsahujúce práve k chlapcov. Tieto množiny sú po dvoch disjunktné,
nakol’ko obsahujú možnosti s rôznym počtom chlapcov. Každý t́ım z množiny Mk je jednoznačne
určený nasledovnými výbermi:

1. Vyberieme množinu k chlapcov Tc, na čo máme
(
2n
k

)
možnost́ı.

2. Vyberieme množinu n− k dievčat Td, na čo máme
(

3n
n−k

)
možnost́ı.

3. Z k vybraných chlapcov vyberieme chlapca kapitána, teda vyberieme c ∈ TC , na čo máme k
možnost́ı (pre každý výber Tc).

4. Podobne máme n− k možnost́ı pre výber dievčat’a kapitána d ∈ Td.

Takto sme dostali t́ım Tc∪Td s kapitánmi c, d. Podl’a zovšeobecneného pravidla súčinu máme celkom

|Mk| =
(
2n

k

)(
3n

n− k

)
k(n− k) možnost́ı.

Podl’a pravidla súčtu je všetkých možnost́ı

n∑
k=0

|Mk| =
n∑

k=0

k(n− k

(
2n

k

)(
3n

n− k

)
,

čo sa rovná našej sume.

2. riešenie T́ım vieme vybrat’ aj nasledovne:

1. Vyberieme kapitána chlapcov c ∈ C, na čo máme 2n možnost́ı.

2. Vyberieme kapitánku dievčat d ∈ D, na čo máme 3n možnost́ı.

3. Zo zvyšných 5n− 2 det́ı vyberieme zvyšných n− 2 det́ı do t́ımu, teda T ′ ∈
(
C∪D−{c,d}

n−2

)
, na čo

máme vždy
(
5n−2
n−2

)
možnost́ı.

Týmto je jednoznačne určený t́ım {c, d}∪T ′ s kapitánmi c, d. Podl’a zovšeobecneného pravidla súčinu
je takýchto t́ımov

2n · 3n ·
(
5n− 2

n− 2

)
= 6n2

(
5n− 2

n− 2

)
.

Ked’že ide o riešenie rovnakej úlohy (resp. formálne o mohutnost’ množiny M), tak táto hodnota je
rovná sume zo zadania.



Úloha 2

(1,5 boda) Určte, kol’ko existuje usporiadaných 20-t́ıc (a1, a2, . . . , a20) celých č́ısel, ktoré sṕlňajú
všetky z nasledovných podmienok:

(i) ai ≥ 2 pre každé i ∈ {1, 2, . . . , 20},

(ii) a1 ≤ 4,

(iii) a2 = 10,

(iv) a1 + a2 + · · ·+ a20 = 300.

Nech M je množina všetkých usporiadaných 20-t́ıc zo zadania. Rozložme ju na množiny Mi pre
i ∈ {2, 3, 4}, kde Mi obsahuje tie 20-tice s a1 = i. Ekvivalentne upravme podmienku (iv)

i+ 10 + a3 + a4 · · ·+ a20 = 300 | −i− 10− 18 · 2,
a3 − 2 + a4 − 2 + · · ·+ a20 − 2 = 300− i− 46

a použime substitúciu bi = ai − 2 pre i ∈ {2, 3, . . . , 18}, pričom máme bi ≥ 2− 2 = 0, teda bi ∈ N

b3 + b4 + · · ·+ b20 = 254− i. (1)

Vd’aka ekvivalentným úpravám je počet možnost́ı v množine Mi rovný počtu riešeńı rovnice (1) v
obore N. Ten urč́ıme nasledovne. Uvažujeme postupnosti obsahujúce 254−i symbolov O a 17 symbolov
I. Takýchto postupnost́ı je

(
254−i+17

17

)
=

(
271−i
17

)
. Každá takáto postupnost’ je rozdelená 17-timi znakmi

I na 18 úsekov. Ak označ́ıme počty znakov O v týchto úsekoch postupne ako b3, b4, . . . , b20, tak
dostaneme bijekciu medzi riešeniami rovnice (1) a uvažovanými postupnost’ami. Preto riešeńı rovnice
(1), a teda aj počet možnost́ı v množine Mi je

(
271−i
17

)
. Na záver podl’a pravidla súčtu máme

|M | = |M2|+ |M3|+ |M4| =
(
269

17

)
+

(
268

17

)
+

(
267

17

)
.

Počet možnost́ı v Mi cez kombinácie s opakovańım Počet riešeńı rovnice (1) vieme určit’

aj cez kombinácie s opakovańım. Z 18-prvkovej množiny {3, 4, . . . , 20} vytvoŕıme (254 − i)-prvkovú
multimnožinu. Počet výskytov č́ısla i bude určovat’ hodnotu bi. Podl’a vety o počte kombinácíı s
opakovańım je takýchto multimnož́ın(

254− i+ 18− 1

254− i

)
=

(
271− i

254− i

)
=

(
271− i

17

)
.

Úloha 3

(4 body) V tejto úlohe budeme pracovat’ s kartičkami inšpirovanými hrou Dobble. Na každej
karte sa nachádza 8 symbolov z celkových možných 57 symbolov. Symboly budeme reprezen-
tovat’ prirodzenými č́ıslami.

Nech teda Z = {1, 2, . . . , 57} je množina symbolov. Dobble kartička, alebo skrátene len kartička,
je l’ubovol’ná 8-prvková podmnožina množiny Z. Určte, kol’ko je



a) (0,2 boda) všetkých možných kartičiek (upozorňujeme, že podl’a našej defińıcie je možných
kartičiek výrazne viac ako kartičiek použitých v jednej sade);

b) (0,8 boda) usporiadaných dvoj́ıc kartičiek, ktoré nemajú žiaden spoločný symbol
(napr. ({2, 5, 9, 17, 42, 47, 50, 52}, {7, 12, 24, 30, 31, 37, 49, 55}));

c) (1,5 bod) 4-prvkových množ́ın kartičiek, ktorých zjednotenie tvoŕı 32 za sebou idúcich č́ısel
(napr. {{14, 20, 22, 25, 27, 31, 34, 36}, {8, 9, 13, 15, 30, 32, 35, 37}, {10, 12, 16, 18, 19, 21, 24, 28},
{7, 11, 17, 23, 26, 29, 33, 38}})

d) (1,5 boda) 3-prvkových množ́ın kartičiek, kde každé dve kartičky majú práve jeden
spoločný symbol (nie nutne ten istý);

Vaše výsledky dokážte.

Bonus. (1 bod) Hra Dobble sa však nehrá len tak s hocijakou sadou kartičiek. Dobble sada
je množina kartičiek taká, že každé dve rôzne kartičky majú práve jeden spoločný symbol a
zároveň neexistuje symbol, ktorý by bol na všetkých kartičkách (ak by taký existoval, tak hra
ani táto úloha by neboli zauj́ımavé). Kol’ko najviac kartičiek môže obsahovat’ nejaká Dobble
sada? Vaše tvrdenie dokážte.

Pri dôkaze môžete použit’ aj poč́ıtač, vtedy odovzdajte použité programy. Ako pomôcku uvádzame,
že v hre Dobble je 55 kartičiek, ktoré nájdete v súbore http://www.dcs.fmph.uniba.sk/

~rajnik/uktg/du/dobble.txt (každý riadok je jedna kartička, kde sú jej symboly oddelené
medzerami). Väčšina bodov bude udel’ovaná za horný odhad počtu kartičiek. Tak aj ked’ neviete
nájst’ pŕıklad optimálnej sady, nemuśıte zúfat’.

Podúloha a)

Kartičiek je tol’ko, kol’ko je 8-prvkových podmnož́ın množiny Z, čo je
(
57
8

)
.

Podúloha b)

Chceme počet dvoj́ıc (A,B), kde

1. Prvá kartička A je l’ubovol’ná 8-prvková podmnožina Z:
(
57
8

)
možnost́ı

2. Druhá kartička B je l’ubovol’ná 8-prvková podmnožina Z − A: vždy
(
57−8
8

)
=

(
49
8

)
možnost́ı.

Podl’a zovšeobecneného pravidla súčinu plat́ı, že takýchto dvoj́ıc je(
57

8

)(
49

8

)
.

Podúloha c)

Vyberme:

1. Č́ıslo a ∈ {1, 2, . . . , 26}: 26 možnost́ı.
Označme si Sa = {a, a + 1, . . . , a + 31} (týmto sme určili, ktorých 32 za sebou idúcich č́ısel z
vybranej štvorice dostaneme).

http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/uktg/du/dobble.txt
http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/uktg/du/dobble.txt


2. 8-prvkovú množinu A ⊆ Sa: vždy
(
32
8

)
možnost́ı.

3. 8-prvkovú množinu B ⊆ Sa − A: vždy
(
24
8

)
možnost́ı.

4. 8-prvkovú množinu C ⊆ Sa − A−B: vždy
(
16
8

)
možnost́ı.

5. 8-prvkovú množinu D ⊆ Sa − A−B − C: vždy
(
8
8

)
= 1 možnost’.

Podl’a zovšeobecneného pravidla súčinu počet takýchto pät́ıc (a,A,B,C,D) je

26

(
32

8

)(
24

8

)(
16

8

)
.

Uvažujme zobrazenie, ktoré päticu (a,A,B,C,D) zobraźı na 4-prvkovú množinu {A,B,C,D}. Toto
zobrazenie je 1-na-24, lebo na hodnota a je určená množinami A, B, C, D a na porad́ı A, B, C,
D nezálež́ı. Každé z ich 4! = 24 porad́ı vedie k tej istej množine {A,B,C,D}. Teda podl’a pravidla
delenia je všetkých možnost́ı

26

24

(
32

8

)(
24

8

)(
16

8

)
.

Podúloha d)

Uvažujme takúto trojicu kartičiek {A,B,C} a označme si ako a spoločný symbol kartičiek B a C,
b pre kartičky C a A, a pre kartičky B a C. Ak a = b, tak každá z kartičiek má symbol a, teda aj
c = a. Všetky možnosti si teda rozdeĺıme na také, kde spoločný symbol trojice je rovnaký, alebo ide
o tri rôzne symboly.

Rovnaký spoločný symbol Uvažujme najprv trojice (3-prvkové množiny), kde každé dve kartičky
majú ten istý spoločný symbol. Vyberme:

1. Tento spoločný symbol a ∈ Z: 57 možnost́ı.

2. 7-prvkovú množinu A ⊆ Z − {a}:
(
56
7

)
možnost́ı.

3. 7-prvkovú množinu B ⊆ Z − {a} − A:
(
49
7

)
možnost́ı.

4. 7-prvkovú množinu C ⊆ Z − {a} − A−B:
(
42
7

)
možnost́ı.

Podl’a zovšeobecneného pravidla súčinu počet takýchto štvoŕıc (a,A,B,C) je

57

(
56

7

)(
49

7

)(
42

7

)
.

Každú z nich zobraźıme na {{a} ∪ A, {a} ∪ B, {a} ∪ C}, č́ım dostaneme 1-na-6 zobrazenie, nakol’ko
každá z 3! = 6 permutácíı množ́ın A, B, C vedie k rovnakej možnosti. Podl’a pravidla delenia teda
počet takýchto možnost́ı je

57

6

(
56

7

)(
49

7

)(
42

7

)
=

29

2

(
56

7

)(
49

7

)(
42

7

)
.



Rôzne spoločné symboly . Uvažujme teraz trojice, kde spoločné symboly dvoj́ıc sú navzájom
rôzne. Vyberme

1. 3-prvkovú množinu symbolov {a, b, c} ⊆ Z, pričom ich označ́ıme tak, aby platilo a < b < c:(
57
3

)
možnost́ı.

2. 6-prvkovú množinu A ⊆ Z − {a, b, c}:
(
54
6

)
možnost́ı.

3. 6-prvkovú množinu B ⊆ Z − {a, b, c} − A:
(
48
6

)
možnost́ı.

4. 6-prvkovú množinu C ⊆ Z − {a, b, c} − A−B:
(
42
6

)
možnost́ı.

Podl’a zovšeobecneného pravidla súčinu počet štvoŕıc ({a, b, c}, A,B,C) je(
57

3

)(
54

6

)(
48

6

)(
42

6

)
.

Uvažujme zobrazenie f , ktoré zobraźı tieto štvorice na {{a, b} ∪C, {b, c} ∪A, {c, a} ∪B}. Zostrojme
teraz zobrazenie g opačným smerom, ktoré vezme vyhovujúcu trojicu {D,E, F} a sprav́ı:

1. Nech a je spoločný symbol E a F , b pre F a D, c pre D a E.

2. Nech A = D − {b, c}, B = E − {c, a}, C = F − {a, b}.

3. Ako výsledok g({D,E, F}) polož́ıme ({a, b, c}, A,B,C).

Rozmysĺıme si, že f ◦ g aj g ◦ f sú identity, teda f je bijeckia. Preto počet možnost́ı v tomto pŕıpade
je (

57

3

)(
54

6

)(
48

6

)(
42

6

)
.

Výsledok Na záver už len cez pravidlo súčtu urč́ıme celkový počet hl’adaných 3-prvkových množ́ın
ako

57

3

(
56

7

)(
49

7

)(
42

7

)
= 29

(
56

7

)(
49

7

)(
42

7

)
+

(
57

3

)(
54

6

)(
48

6

)(
42

6

)
.

Iné riešenie pre spoločné symboly Len stručne naznač́ıme, že jednoduchšie vie byt’ poč́ıtat’

najprv usporiadané trojice kartičiek. Vyberieme:

1. a ∈ Z: 57 možnost́ı;

2. a ∈ Z − {a}: 56 možnost́ı;

3. a ∈ Z − {a, b}: 55 možnost́ı;

4. 6-prvkovú množinu A ⊆ Z − {a, b, c}:
(
54
6

)
možnost́ı.

5. 6-prvkovú množinu B ⊆ Z − {a, b, c} − A:
(
48
6

)
možnost́ı.

6. 6-prvkovú množinu C ⊆ Z − {a, b, c} − A−B:
(
42
6

)
možnost́ı.

Podl’a zovšeobecneného pravidla súčinu počet výberov (a, b, c, A,B,C) je

57 · 56 · 55 ·
(
54

6

)(
48

6

)(
42

6

)
.



Tieto výbery bijekt́ıvne zobraźıme na usporiadané trojice kartičiek ({a, b}∪C, {b, c}∪A, {c, a}∪B)
a takúto trojicu (D,E, F ) zobraźıme 1-na-(3!) zobrazeńım na množinu {D,E, F}, ktorých podl’a
pravidla delenia je

57 · 56 · 55
3!

·
(
54

6

)(
48

6

)(
42

6

)
.

Bonus

Uvažujme nejakú neprázdnu Dobble sadu kartičiek D. Zvol’me si kartičku A = {a0, a1, . . . , a7} ∈ D.
Pre i ∈ {0, 1, . . . , 7} definujme množinu Mi, ktorá bude obsahovat’ kartičky rôzne od A, ktoré majú
symbol ai. Ked’že každá zo zvyšných kartičiek má s kartičkou a spoločný práve jeden symbol, tak sa
nachádza v práve jednej množine Mi, teda tieto množiny tvoria rozklad množiny kartičiek rôznych
od A.

Kol’ko najviac kartičiek môže obsahovat’ množina Mi? Každá z týchto k = |Mi| kartičiek má okrem
symbolu ai ešte 7 d’aľśıch symbolov. Navyše, medzi dvomi kartičkami sú tieto symboly disjunktné,
lebo už majú spoločný symbol ai. Preto majú spolu 7k symbolov. Tieto symboly nemôžu byt’ na
kartičke A, lebo s ňou už majú spoločný symbol ai. K dispoźıcii máme teda |Z − A| = 57− 8 = 49
symbolov. Teda 7k ≤ 49 a k = |Mi| ≤ 7.

Na záver už len z pravidla súčinu máme

|D| = |{A} ∪M0 ∪M1 ∪ · · · ∪M7| = 1 + |M0|+ |M1|+ · · ·+ |M7| ≤ 1 + 8 · 7 = 57.

Teda každá Dobble sada kartičiek obsahuje najviac 57 kartičiek.

Dolný odhad L’ahko sa dá všimnút’, že do poskytnutej Dobble kartičiek sa dajú doplnit’ kartičky
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} a {1, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15} (napr. tak, že č́ıslo 1 je len na 6 kartičkách, č́ısla 2 až
15 na 7 kartičkách, pričom ostatné č́ısla sú na 8 kartičkách). Správnost’ sa dá spravit’ aj ručne oveŕım
55 + 56 dvoj́ıc kartičiek alebo pomocou programu.

Konštrukcia Dobble sady kartičiek Ako však možno nájst’ takúto sadu kartičiek? Nejaké prvky
konštrukcie môžeme odsledovat’ z dôkazu horného odhadu, ked’že ho muśıme dosiahnut’. Pre lepšiu
názornost’ budeme použ́ıvat’ symboly Z = {0, 1, . . . , 56} (to je aj praktickeǰsie pri programovańı, kde
tieto č́ısla môžu reprezentovat’ indexy do pol’a, v ktorom máme uložené želené symboly). Začneme s
kartičkou A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. Potom pokračujme s kartičkami, ktoré obsahujú symbol 7:

A0 = {7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14},
A1 = {7, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21},
A2 = {7, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28},
A3 = {7, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35},
A4 = {7, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42},
A5 = {7, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49},
A6 = {7, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56},

(Dokonca môžeme povedat’, že tento začiatok je bez ujmy na všeobecnosti – v každej úplnej sade
vieme preč́ıslovat’ symboly, aby sme dostali práve tieto kartičky.) Teraz prichádza tá t’ažšia čast’ –



určit’ zvyšné kartičky. Vieme však, že tie majú vyzerat’ nejako takto

M7 M0 M1 M2 M3 M4 M5 M6

A0 {0, ???} {1, ???} {2, ???} {3, ???} {4, ???} {5, ???} {6, ???}
A1 {0, ???} {1, ???} {2, ???} {3, ???} {4, ???} {5, ???} {6, ???}
A2 {0, ???} {1, ???} {2, ???} {3, ???} {4, ???} {5, ???} {6, ???}
A3 {0, ???} {1, ???} {2, ???} {3, ???} {4, ???} {5, ???} {6, ???}
A4 {0, ???} {1, ???} {2, ???} {3, ???} {4, ???} {5, ???} {6, ???}
A5 {0, ???} {1, ???} {2, ???} {3, ???} {4, ???} {5, ???} {6, ???}
A6 {0, ???} {1, ???} {2, ???} {3, ???} {4, ???} {5, ???} {6, ???}

Čo naṕısat’ miesto otáznikov? Nemôžu tam byt’ č́ısla 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, lebo s tuto kartičkou už
spoločný symbol máme (v množine Mi je to i). Muśı ı́st’ teda o č́ısla 8, 9, . . . , 56, ktoré sa nachádzajú
na kartičkách A0, A1, . . . , A6. Pre prehl’adnost’ využijeme, že tieto č́ısla máme usporiadané do tabul’ky,
ked’ máme kartičky A0, A1, . . . , A6 zaṕısané pod sebou. Každé z týchto č́ısel nahrad́ıme usporiadanou
dvojicou (r, s), kde r znač́ı jeho riadok (teda výskyt na kartičke Ar) a s jeho st́lpec (teda poradie
v rámci kartičky Ar). Obe tieto č́ısla berieme z množiny Z7 = {0, 1, . . . , 6}. Teda pre každé r ∈ Z7

plat́ı
Ar = {1, (r, 0), (r, 1), . . . , (r, 6)}

a napr. (0, 0) = 9 či (4, 5) = 42.

Teraz postupne prejeme všetkými kartičkami a urč́ıme im zvyšné symboly. Ked’ spracovávame r-tú
kartičku v množine Ms pre r, s ∈ Z7, tak potrebujeme určit’ jej symboly. Bez ujmy na všeobecnosti,
pre k ∈ Z7 bude k-ty symbol z množiny Ak, teda to bude prvok tvaru (k, ℓ) pre nejaké vhodné ℓ ∈ Z7.
Kl’́učové bude určit’ toto ℓ. Ked’ sa pozrieme na to, v akej fáze určovania sme, tak chceme vlastne,
aby ℓ bolo určené z hodnôt i, j, k ∈ Z7. A chceme ho určit’ tak, aby sme z našej tabul’ky vybrali z
každého riadku práve jedno poĺıčko, teda ℓ = r.

To vieme dosiahnut’ napr. tak, že každej kartičke z M0 dáme celý st́lpec tabul’ky. Nultej kartičke z
M1 vieme dat’ hlavnú diagonálu. Uvedomme si, že tú konštruujeme tak, že začneme na poĺıčku (0, 0)
a pri posunut́ı o 1 riadok nižšie sa posunieme aj o 1 st́lpec vpravo. Pre k-tu kartičku tak vieme robit’

to isté, len začneme na poĺıčku (0, k) (a zo st́lpca 6 sa posunieme do st́lpca 0, lebo 6 + 1 = 0 v poli
Z7). Teda teraz vieme vyjadrit’, že ℓ = r + k.

Pre kartičky v M2 vieme robit’ tiež podobnnú vec, len s každým riadkom sa budeme posúvat’ o 2
poĺıčka doprava. Teda ℓ = r + 2k. Teraz už by sme mohli vidiet’ všeobecný vzor, teda že voĺıme
ℓ = r + sk.

Tak sme sa dostali k tomu, že k-ty symbol na r-tej kartičke v množine Ms bude

(k, r + sk).

Tu je kl’́učové uvedomit’ si, že 7 je prvoč́ıslo a tie majú pekné vlastnosti ohl’adom delitel’nosti a práci
zo zvyškami. Algebraicky povedané, Z7 s operáciami sč́ıtavania a násobenia zvyškov tvoŕı pole. Tieto
operácie budeme označovat’ bežným + a ·.

Teraz dokážeme správnost’ našej konštrukcie. L’ahko oveŕıme, že dvojice kartičiek A,A0, A1, . . . , A6

vyhovujú a takisto aj dvojice tvorené jednou takouto kartičkou a jednou kartičkou z nejakej množiny
Ms. Ostáva teda skontrolovat’ dvojice kartičiek v rámci množ́ın M0,M1, . . . ,M6. Vezmime si teda
r1, s1, r2, s2 ∈ Z7 také, že (r1, r2) ̸= (s1, s2), a spoč́ıtajme, v kol’kých symboloch sa zhoduje r1-ta
kartička z množiny Ms1 – označme ju K1 – s r2-tou kartičkou z množiny Ms2 – označme ju K2.
Zhodovat’ sa môžu bud’ v symboloch, ktoré nie sú z tabul’ky (teda nie sú usporiadanou dvojicou), čo
sa stane práve vtedy, ked’ s1 = s2. Alebo sa môžu zhodovat’ na prvkoch z tabul’ky. V tom pŕıpade



muśı ı́st’ v oboch pŕıpadoch o k-ty prvok, lebo práve tie sa zhodujú v prvej súradnici. Chceme teda
spoč́ıtat’ počet č́ısel k ∈ Z7, pre ktoré plat́ı

(k, r1 + s1k) = (k, r2 + s2k),

čo je ekvivalentné postupne s

r1 + s1k = r2s2k,

(s1 − s2)k = r2 − r1.

V premennej k sme tak dostali lineárnu rovnicu. Ak s1 = s2, tak potom muśı platit’ r2 − r1 ̸= 0 a
rovnica nemá riešenie. Jediný spoločný symbol je vtedy s1 = s2. V opačnom pŕıpade je s1 − s2 ̸= 0
a rovnica má nad pol’om Z7 jediné riešenie k = (r2 − r1)(s1 − s2)

−1. Čiže aj v pŕıpade s1 ̸= s2 sme
dostali jediný spoločný symbol.

Geometrická predstava Táto konštrukcia sa dá aj celkom pekne predstavit’ geometricky. Našu
tabul’ku, teda množinu Z7 × Z7 si môžeme predstavit’ ako 49 bodov. Ked’ body dávame na kartičky
tak, že z každého riadku vezmeme jeden bod, tak vlastne spájame tieto body do priamok. A chceme,
aby sa každé dve priamky pret́ınali priamo v bode. A naozaj, také body, kde sa č́ıslo st́lpcu zvyšuje o
3, teda body (0, 4), (1, 0), (2, 3), (3, 6), (4, 2), (5, 5), (6, 1), môžeme oṕısat’ rovnicou y = 4 + 3x. Avšak
čo s rovnobežnými priamkami? Tie pretneme v nekonečne, presneǰsie rovnobežky v jednom smere
pretneme v ich vlastnom nekonečne. Pre každý zo smerov teda pridáme do našej roviny nový prvok,
ktorý pridáme na všetky priamky pŕıslušného smeru. Takto dostaneme 8 nových bodov: 7 bodov pre
smernice 0, 1, . . . , 6 a jeden bod pre priamky rovnobežné s osou y (teda priamky bez smernice tvary
x = c pre nejakú konštantu c ∈ Z7). Ešte na záver pridáme novú priamku tvorenú pridanými bodmi
v nekonečne.

Śıce tu hovoŕıme o nekonečne, ale to ide len o názov. Po formálnej stránke je to prvok ako každý
iný – v našej konštrukcii vyššie tieto

”
nekonečná“ boli č́ısla 0, 1, . . . , 7 a priamka prechádzajúca nimi

bola množina A, s ktorou sme začali.

Takáto štruktúra priamok a bodov (formálne ide iba o množiny nejakých prvkov) sa nazýva pro-
jekt́ıvna rovina. V našom pŕıpade ide o konečnú projekt́ıvnu rovinu. Projekt́ıvne roviny odvodené
podobným spôsobom od bežnej roviny majú upltnenie v umeńı – napr. znázornenie kol’ajńıc na ob-
raze, ktoré nie sú zakreslené ako rovnobežné, ale zbiehajúce sa. O konečných projekt́ıvnych rovinách
sa viac môžete dozvediet’ na predmete Kombinatorické štruktúry.

Zovšeobecnenia L’ahko si môžete premysliet’, že táto konštrukcia sa dá priamočiaro zovšeobecnit’

pre iné prvoč́ısla. A rovnako vie fungovat’ v akomkol’vek konečnom poli. Na to je však potrebné také
polia poznat’ – o nich sa môžete dozvediet’ na predmete Algebra (3).


