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Uloha 1

Kolko existuje neklesajticich postupnosti dizky 200 pozostavajtcich z prvkov mnoziny {1, ...,100}
ktoré kazdé z ¢isel 1,2, ..., 100 obsahuju najviac 30-krat? Vysledok mozete uviest v tvare jedne;j
sumy. VasSe tvrdenie dokazte.

Nech M je mnozina vsetkych neklesajicich 200-prvkovych postupnosti prvkov mnoziny {1,...,100}
a nech pre i € {1,2,...,100} je M; mnozina vSetkych postupnosti z M, ktoré obsahuju aspon 31-
krat ¢islo . Mnozinu hladanych postupnosti vieme vyjadrit ako M — (M; U My U -+ - U Migg). Pocet
jej prvkov vieme teda vyjadrit pomocou principu inkliazie a exklizie, presnejsie jeho dosledku na
vypocet komplementu zjednotenia mnozin.

Zacneme uréenim mohutnosti

|M;, 0 M;, N -0 M, |.

Ide o mnozinu vSetkych postupnosti z M, ktoré obsahujua kazdé z cisel iy, s, ..., aspon 31-krat. Z
kazdej takejto postupnosti vieme odstranit povinnych 31 vyskytov kazdého z k predpisanych cisel.
Ostane nam tak neklesajtuca postupnost dlzky 200 — 31k ¢isel z mnoziny {1,...,100}. T zas vieme

reprezentovat ako postupnost 200 — 31k gul6¢ok a 99 paliciek. Palicky rozdelia gul6¢ky na 100 tisekov
a pocet gul6¢ok v j-tom tseku bude pocet ¢isel j v postupnosti. Takato postupnost gul6¢ok a paliciek
je urcené vyberom 99 miest z celkovych 299 — 31k miest, na ktorych budua palicky, a na to méame

299 — 31k
99

Podla principu inkluzie a exklizie mame tuto hodnotu séitat pre vSetky vybery k indexov i1, i, . . . , ig.
KedZe mohutnost vypocitaného prieniku nezavisi od vyberu konkrétnych indexov, tak len (100) krat

sCéitame toto ¢islo, ¢im méme
g _ 100\ /299 — 31k
P\ k 99 ‘
Na zaver tak dostavame

100
100 /299 — 31k
M — (MyUMU---U M) = » (-1) :
M (M, U wll =0 (3) (™)

moznosti.

Vysledok este mozno zjednodusit, ked si uvedomime, ze pre k > 7 je 299 — 31k < 99, teda dostavame
nulové kombinac¢né ¢islo. Tieto ¢leny tak moZzno zo sumy vyhodit, ¢im dostaneme

26; <100> (2999—931k>

1
6v/n
2) f(n)=0(b), b) f(n) = O(), &) f(n) = o(1).

10
Nech f: N* — R je zobrazenie s predpisom f(n) = —l— —. Rozhodnite, ¢i plati



d) Najdite také konstanty a,b € R, pre ktoré plati f(n) ~ an’.

Vase tvrdenia poriadne dokézte (v d) nemusite dokazovat, Ze iné konstanty neexistuju). Pri
dokazoch vychédzajte len z definicii, bez odvolavania sa tvrdenia o asymptotickych odhadoch.

KedZe vsetky funkcie v zadani st zjavne kladné, absolutne hodnoty nebudeme pisat.

Cast a) sporom s ohrani¢enostou UkaZeme, ze tvrdenie neplati, konkrétne, Ze neplati f(n) =
O(1/n). Pre spor predpokladajme opak, teda, Ze existuju ¢ € Rt ng € N takeé, ze pre vietky n > ng
plati

1 10 1
m‘i‘gSC'ﬁ, ‘677,
Vvn + 60 < 6¢,
Vn < 6¢ — 60,
n < (6¢ — 10)°.

Dostali sme, Ze vSetky prirodzené ¢isla po¢niic nejakym ng st ohrani¢ené konstantnou (6¢ — 10)?, ¢o
je spor.

Cast a) priamo UkaZzeme, Ze tvrdenie neplati, na Gom nam stadi ukazat, ze f(n) # O(1/n).
Uvazujme Tubovolné ¢ € RY a ny € N. Zvolme n = max(36¢? + 1,ng). Potom plati n > ng a:

n > 36¢°
\
v/n > 6¢
\
Vn > 6c—6
\
Vn+6 > 6¢ |: 6n

Cast b) Dokaite, ze f(n) = O(1//n).
Pre kazdé n > 1 plati

£(n) 1 10< 1 +1O 61 1
n) — o = -
6yn  n ~ 6yn  n 10 /n’
teda f(n) = O(1/+/n).
Pre kazdé n > 1 plati
Fn) = 1 +10< 1 S r 1 1
MTe/m  n T 6yn - 6vn 6 n

teda f(n) =Q(1/4/n).



Cast ¢) Vypoditajme limitu

teda f(n) = o(1).

Uloha 1. (8 body) Nech G je stvisly 3-regularny graf. Dokazte, Ze graf G' mé taku kostru 7,
ze kazda kruznica grafu G ma s kostrou 7" aspon jednu spolo¢nt hranu.

Bonus. (cca 2 body) Napiste algoritmus, ktory nacita zo Standardného vstupu graf a vypise
na Standardny vystup jeho kostru s pozadovanou vlastnostou.

Format vstupu. V prvom riadku sa nachédza kladné celé ¢islo n predstavujice pocet vrcholov
grafu, ktoré ¢islujeme 0,1, ..., n — 1. Nasleduje n riadkov, ktoré postupne predstavujia susedov
vrcholov 0,1, ...,n—1. Kazdy z tychto n riadkov obsahuje tri medzerou oddelené ¢isla vrcholov,
s ktorymi je prislusny vrchol spojeny.

Format vijstupu. Na vystup vypiste hrany kostry, kazdi do samostatného riadku ako dve me-
dzerou oddelené ¢isla, ktoré predstavuju ¢isla vrcholov, ktoré spaja.

Hodnotenie. V prvom rade je dolezita spravnost vasho programu, ktora musi byt zdévodnené
(komentarmi v kode alebo v pdf s rieSeniami ostatnych tloh). DIzka takéhoto zdévodnenia silno
zavisi od zvoleného algoritmu. Existuju programy, ktorym stacéi velmi kratke zdévodnenie. V
druhom rade je dolezité efektivnost programu. Velmi efektivne programy moézu byt ocenené aj
viac ako 2 bodmi.

Format vstupu a vystupu je potrebné striktne dodrzat! Teda nevypisujte ani veci
»Zadajte n:*, ,, Odpoved je“, nenacitavajte vstup zo siboru a podobné veci.

Priklad vstupu: Priklad vystupu:
8 01

134 03

025 04

136 32

207 37

075 7 6

146 6 5

257

36 4

RiesSenie cez upravovanie kostry

Kedze graf GG je suvisly, tak isto nejaku kostru méa. Nech T je kostra grafu G taka, Ze pocet kruz-
nic grafu G, ktoré neobsahuju ziadnu hranu kostry 7', je najmensi mozny. Pre spor predpokla-
dajme, Ze tento pocet takychto zlych kruznic je nenulovy. Nech C' je jedna taka kruznica s vrcholmi



U1, U, ..., U spojenymi v tomto poradi. Kazdy z vrcholov v; (pre 1 < ¢ < k) mé dve hrany v
kruznici C', preto jeho zvy$na hrana — ozna¢me si ju e; — musi byt obsiahnuta v kostre T'.

Nech T" je podgraf grafu G, ktoré vznikne z kostry T pridanim hrany v;v5 a odobranim hrany e;.
Podgraf 7" je zjavne suvisly. Kazdéa kruznica vytvorena pridanim hrany vivy musi dalej viest cez
hranu e, teda podgraf 7" je aj acyklicky. Preto T” je kostra grafu G. Kostra 7" obsahuje aspoii jednu
hranu kruznice C'. Navyse tvrdime, Zze Tubovolna kruznica K grafu GG, ktora ma aspon jednu hranu
spolo¢nu s kostrou 7', mé spolo¢ni hranu aj s kostrou 7”. Ak by to tak nebolo, tak kruznica K
musela mat s kostrou 7' spolo¢nii iba hranu e;. To je totiz jedind hrana T, ktora sa nenachadza v
kostre T". Ziadna z hran €, ..., e, vSak nepatri do kruznice K. Tym padom kruznica K nemé ako
opustit vrcholy kruznice C, ¢o je spor.

Dostali sme tak, ze kazda kruznica grafu GG, ktora méa spolo¢nti hranu s kostru 7', méa spolo¢nti hranu
aj s kostrou T”. Navyse, s kostrou 7" mé spolo¢ni hranu aj kruznica K. Tym padom sme nasli kostru
T’ grafu G, ktorda mé menej zlych kruznic ako kostra T". To je spor s predpokladom, Ze kostra 1" mala
najmenej zlych kruznic. Preto kostra T' je hladana kostra grafu GG, ktora nemé Ziadne zlé kruznice.

Program sledujuaci toto rieSenie

Na zéaklade tychto myslienok vieme napisat aj program pre bonus. Stru¢ne naznacime, ze ako:

e Nacitame vstup.

e Najdeme nejaki kostru T' grafu G — na to mozeme pouzit Standardné algoritmy ako DFS, BF'S,
nejaké ich modifikicie alebo si moézeme napisat aj vlastny podla dokazu z prednasky (veta, ze
kazdy savisly graf ma kostru).

e Vo while cykle opakujeme:

1. Zistime, ¢ G — T obsahuje kruznicu, ak nie, tak kon¢ime a vypiSeme T'.

2. Ak éano, tak v kostre 7' vymenime dve hrany podla dokazu vyssie.

Takto napisany program priamo demonstruje nase opisané rieSenie — takémuto dokazu cez extremalny
princip totiz zodpovedéa while cyklus, v ktorom tvorime kostry s mensim a mensim poc¢tom kruznic,
dokym to ide. Takéto opakované hl'adanie kruznice vSak nie je uplne efektivne.

Program mozno zefektivnit na zéklade zopar pozorovani. KedZze kazdy vrchol mé v kostre T' stupen
aspon 1, tak v G — T ma stupen najviac 2. To znamena, ze graf G — T je zjednotenie disjunktnych
ciest a kruznic. Ked teda najdeme v grafe G — T kruZnicu a zbavime sa jej upravenim kostry T, tak
mozeme pokracovat v hladani kruznic d'ale;j.

Pokial méate zaujem vidiet cely program, tak mi napiste, spolu aj s tym, ¢i mate preferenciu na jazyk
(C++ alebo Python).

Riesenie cez prehl'adavanie do hibky (DFS)

Viacerym sa podarilo zistit, Ze spravnu kostru nam najde DFS. Pre programovaciu ¢ast to znamena,
zeby mohol stacit takyto program.

n
G

int (input ())
[list (map(int, input().split())) for

in range(n)]

def dfs(G, v, visited, tree_edges):
for neigh in G[v]:



if not visited[neigh]:
tree_edges.append((v, neigh))
visited[neigh] = True
dfs(G, neigh, visited, tree_edges)

start = 0

visited = [False] * n

tree_edges = []

visited[start] = True

dfs(G, start, visited, tree_edges)

for e in tree_edges:
print (xe)

Ako vsak dokazat, Ze takyto algoritmus je spravny? Délezitym uvedomenim je, Ze nestaci nam len
taka hocijaka kostra. Napr. ak prehladame graf K, do sirky, tak nam ostane kruznica dlzky 3 mimo
kostry. Preto by mal nas dokaz vyuzit isté vlastnosti prehladévania do hibky. Dalsim problémom je,
7e prehladavanie do hibky mame opisané len algoritmom, ¢o nie je vel'mi korektny sposob z pohladu
matematickych formalizmov. Ukazeme si, ako takéto riesenie spisat bez potreby odvolévat sa na
algoritmus.

Definicie pojmov

Prehladavani grafov existuje vela a st rozne sposoby, ako ich vieme vyjadrit. Jeden z formélne
jednoduchych sposobov je definovat prehladdvanie grafu ako zakoreneni kostru, teda usporiadanu
dvojicu (T,r), kde T je kostra G a r je Tubovolny vrchol grafu G nazyvany koren. Jediné, ¢o to
znamena, je, ze sme jeden z vrcholov kostry prehlasili za $pecialny.

V zakorenenom strome (7', 7) (teda aj kostre) vieme hovorit o tom, Ze nejaky vrchol je pod inym:
vrchol u je pod vrcholom v ak (jedind) u-r-cesta v strome T' prechadza vrcholom v. (Zaujemcovia si
mozu rozmysliet, Ze po pridani reflexinvosti ide o usporiadanie mnoziny V(G), vo viacsine stromov
neuplné.)

Prehladdvanie grafu G = (V, E) do hibky definujeme ako kostru 7' grafu G zakorenenti vo vrchole r
taku, Ze pre kazda hranu uv € E(G) je vrchol u pod vrcholom v alebo naopak.

Dokaz

Veta 1. Kazdy suvisly graf G obsahuje pre kazdy vrchol r € V(G) kostru T zakoreneni vo vrchole
v, ktord je prehladdvanim do hibky.

Doékaz. Tvrdenie dokdZeme matematickou indukciou vzhladom na pocet vrcholov grafu.

Nech n a predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vSetky stuvislé grafy s menej ako n vrcholmi. Uvazujme
n-vrcholovy graf G a jeho vrchol r. Po odstraneni vrchola r dostaneme k£ > 1 komponentov stuvislosti
G1,Go, ..., Gy KedZe graf G je suvisly, tak v kazdom komponente G; existuje vrchol r;, ktory susedi
s vrcholom r. Kazdy komponent G; ma menej ako n vrcholov, preto podla indukéného predpokladu
mé prehladavanie do hibky (T;,7;). Nech T je podgraf G, ktory vznikne zjednotenim podgrafov
T\, Ty, ..., Ty a pridanim hran rry, rrs, ..., 7r. DokédZeme, Ze podgraf T' je prehladavanim do hibky:

o T je suvisly: Z kazdého jeho vrcholu v zjavne existuje cesta do vrcholu r, z ¢oho vyplyva
stuvislost.



e T je acyklicky: V jeho podgrafoch T; sa nenachadza kruznica. Kazdé z pridanych hrén rr; je
mostom, preto nelezi na kruznici.

e Je to prehladavanim do hlbky: Uvazujme I'ubovolnt hranu uv € E(G). Ak jeden z jej vrcholov
je koreii, BUNV u = r, tak vrchol v je pod u. Dalej uvazujme, ze u # r # v. Vtedy u aj
v musia byt vrcholy rovnakého komponentu G;, kedZe medzi komponentmi stvislosti nemoze
viest hrana. Potom z indukéného predpokladu dostavame, Ze jeden z vrcholov hrany uv je pod
druhym.

]

Nech (T,v) je prehladavanie grafu G do hlbky zakorenené v Iubovolnom jeho vrchole r. Pre spor
predpokladajme, Zze graf G' obsahuje kruznicu C', ktord nemé s kostrou 7' spolo¢nu hranu. Kruznica
musi obsahovat aspon tri hrany, z ktorych najviac dve mézu byt incidentné s koreniom r. Preto
kruznica C' obsahuje hranu e, ktora spaja dva listy kostry T rozne od jej korena r. Avsak list nemoze
byt pod inym listom, ktory nie je koren. To je v spore s vetou [I}

Poznamky

Posledny odsek uvedeného rieSenia sa da brat ako spravne rieSenie s chybajucimi detailami a v ne-
bonusovej ¢asti som za rieSenia takéhoto typu nestrhal vela bodov. Je v8ak potrebné, aby tam bol
oSetreny samostatne koren, nakolko z neho mozu viest dve mimokostrové hrany do listov. Miesto
pojmov byt pod ingm vrcholom mozno hovorit aj o tom, ze niektory vrchol bol navstiveny skér ako
iny. Takyto jazyk je bezny v oblasti programovania. Tiez takéto rieSenie by obstalo na algoritmickych
predmetoch, kde sa na exaktné matematické vyjadrovanie az tak nedba.

Iny sposob, ako definovat prehladéavanie grafu G = (V, E) je t = (vo,v1, ..., v,) jeho vrcholov taka,
ze pre kazdé celé ¢islo i, 1 < i < n je vrchol v; spojeny s prave jednym z vrcholom z vy, vy, ..., v;_1. S
tymto ste sa mohli stretnut v cvi¢eniach 12, v tlohe 17. Toto zoradenie (alebo aj ¢islovanie) vrcholov
zodpoveda poradiu, v ktorom sme vrcholy pri prehladavani objavili. Vlastnost DFS mozno formulovat
aj pomocou takychto postupnosti. Postupnost ¢ je vlastne bijekcia {0, 1,...,|V(G)|—1} = V(G)} a
mozno sa na hu pozerat aj opa¢nym smerom — ako ocislovanie vrcholov. Ich ¢isla predstavujua poradie,
v ktorom boli navstivené. Na tychto hodnotach sa zakladaji aj pokrocilejsie algoritmy vyuzivajuce
prehladavanie do hibky alebo iné. O nich sa nauédite na predmete Tworba efektivnych algoritmov.

Ponaucdenia na zaver

S tlohou takéhoto typu sa mozete stretnat aj na inych, informatickych predmetoch. Pekne zapada do
predmetu Tvorba efektivnych algoritmov, na ktorom sa budete ucit aj o vlastnostiach prehladévania
do hibky a jeho vyuzitiu na efektivne rieSenie roznych problémov. Na skugkach z takychto predmetoch
je bezné, Ze je potrebné zdovodnit spravnost programu. Dokonca je to ¢asto aj kltucova cast, niekedy
ani vobec nepiste program a skisku robite na papier. Viaceri z Vas v komentaroch pomerne podrobne
vysvetlovali, CO program robi. No préave pri rieSeni tejto tlohy cez DFS bolo dolezité vysvetlit,
PRECO to program robi. Preco prave DFS a preco nam to zaruc¢i spravny vysledok.

Naco su takéto vysvetlenia, ¢i dokazy dobré? V programovani pozname situacie, kedy zistime, Ze nas
program nefunguje, ako méa. Napr. Ze dostaneme WA od testovaca, neskor to vsak moze byt problém
vo firme. Existuji dva hlavné sposoby, ako tomu predist:

1. Dokaz spravnosti — teda to, ¢o sme od Vés vyzadovali a pekne stivisel s rieSenim tlohy 3.



2. Testovanie — teda spustit program na viacerych vstupoch a overit si, ¢i dal spravny vysle-
dok. Testovanie tejto tlohy nebolo zrovna najlahsie — vytvorit dostatocne pestré vstupy nie je
Tahka tuloha. No mohli ste si aspon overit funkénost na priklade zo zadania — dostal som zopéar
programov, ktoré na vzorovom vstupe vypisali nespravnu kostru.

Matematické predmety ako je aj UKTG, sluzia na to, aby ste sa naucili zamyslat sa nad programami
tym prvym sposobom — vediet odargumentovat, Ze moj program vo vieobecnosti funguje (a nie len na
konkrétnych prikladoch, kde som si to overil). Prave preto, som Vam nedaval k tejto tlohe testovat,
ktory by Vam rovno povedal, ¢i je rieSenie spravne alebo nie. V §tidiu a hlavne v praxi je dolezité,
aby ste to vedeli zhodnotit sami.



