Sada domacich uiloh ¢. 2
Termin: nedela 15. 3. 2020, 23:59

Uloha 1. (2 body) Kolko existuje permutécii mnoziny {1,2,...,3n} (chipané ako postupnosti), ktoré pre Ziadne
kladné celé &islo ¢ neobsahuju stvisli podpostupnost (3i — 1, 3,30 + 1)?

RieSenie. Nech M je mnozina vsetkych permutédcii mnoziny {1,2,...,3n}. Pre i € {1,2,...,n — 1} oznac¢me
M; mnozinu tych permutécii mnoziny {1,2,...,3n}, ktoré obsahuju stivisli podpostupnost (37 — 1,37,3i + 1).
Tieto sivislé podpostupnosti budeme volat zakdzané. Podla principu inklizie a exklizie vieme vypocitat pocet
permutécii neobsahujicich Ziadnu zakézani postupnost ako

n—1 n—1
M — (MyUM,U---UM,)| => (-1)Fs, => (~1)F > |M;, 0 M, 0 -0 M, .
k=0 k=0 1<i1<i< - <ip<n
Pre fixné iy, @9, ..., 9 je M;; N M;, N --- N M;, mnozina tych permutdcii z M, ktoré obsahuji fixnych k

zakdzanych stvislych podpostupnsoti (a mozno aj d’alsie iné). Teraz uréime ich pocet. Pre kazdé 1 < j < k
zakdzani stvisli podpostupnost (3i; — 1,3i;,3i; + 1) nahradime jednym ¢lenom (3i;). Celkovo tak prideme o
2k ¢lenov. Hladany pocet permutdcii z mnoziny M;, N M;, N---N M;, je teda rovny poc¢tu permutécii (3n — 2k)
¢isel, teda (3n — 2k)L.

Teraz mozeme dopoéitat nasu sumu

n—1
M — (My UMy U---UM,)| = (=1)* > |M;, N Mg, N---0N M, | =
k=0 1<i1<ie< - <ip<n
n—1
=) (-1)* > (3n — 2k)! =
k=0 1<i1 <2< - <ip<n
n—1

=S (-1t (” . 1) (3n — 2k)!.

E
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Uloha 2. (2 body) Nech G je suvisly 3-reguldrny graf. Dokézte, ze graf G mé taki kostru T, ze kazda kruznica
grafu G ma s kostrou 7" aspon jednu spolo¢nu hranu.

Riesenie. KedZe graf G je stvisly, tak isto nejakt kostru ma. Nech 7' je kostra grafu G taka, Ze pocet kruznic
grafu G, ktoré neobsahuju ziadnu hranu kostry 7', je najmensi mozny. Pre spor predpokladajme, Ze tento pocet
takychto zlgjch kruznic je nenulovy. Nech C je jedna také kruznica s vrcholmi vy, vs, ..., vg spojenymi v tomto
poradi. Kazdy z vrcholov v; (pre 1 <4 < k) méd dve hrany v kruznici C, preto jeho zvy$nd hrana — oznacme si
ju e; — musi byt obsiahnuté v kostre T'.

Nech T” je podgraf grafu G, ktoré vznikne z kostry T pridanim hrany {v;,vs} a odobranim hrany h;. Podgraf
T’ je zjavne suvisly a mé |V(G)| —1 hrén (rovnako ako kostra T'), preto je T” kostra grafu G. Kostra T” obsahuje
aspoii jednu hranu kruznice C. Navyse, uvazujme fubovolnt kruznicu K grafu G, ktord m4 aspoii jednu hranu
spoloénii s kostrou 7. Tvrdime, ze kruznica K m4é spoloénd hranu aj s kostrou 7. Ak by to tak nebolo, tak
kruznica K musela mat s kostrou T spoloént iba hranu hi. To je totiZ jedind hrana T, ktord sa nenachidza
v kostre T". Ziadna z hrén ho, ..., hy, vSak nepatri do kruznice K. Tym padom kruznica K nems ako opustit
vrcholy kruznice C, ¢o je spor.

Dostali sme tak, ze kazdd kruznica grafu G, ktord m& spolo¢nt hranu s kostoru 7', ma spolo¢ni hranu aj s
kostrou T”. Navyse, s kostrou 7" mé spoloént hranu aj kruznica K. Tym pddom sme nasli kostru 7”7 grafu
G, ktord ma menej zlych kruznic ako kostra T'. To je spor s predpokladom, ze kostra 1" mala najmenej zlych
kruznic. Preto kostra T je hladand kostra grafu G, ktord nem4 ziadne zlé kruznice.

Uloha 3. (2 body) Dokézte alebo vyvréatfte nasledovné tvrdenia:

a) (1) =0(n"),
b) (4) = o(n),



¢) (4) =w(n'),
d) (47) ~ ("),

e) (3) =0(m),
£) (27) = Q4m™)

RieSenie. Tvrdenie a) a e) su jediné pravdivé. Dokézeme najprv a). Pre kazdé n > 47 plat{

n :n(n—l) . (n — 46) n—<n47
47 47! 47!

preto (;) = O(n*7). Taktiez pre n > 100 plati

a7
nY\ _nmn—1)...(n—46) (%)47 _ 1 a7 47 a7 (T
(47>_ 471 Z g T qgw e Gz s AT 2R ),
a preto (;7) = Q(n7). Tym sme ukazali, Ze plati a) (;,) = O(n*7).

Vyvratime b), c),

d).
i 5 = R e (D) (0) - ()

Ked'Ze nam tato limita nevysla ani 1, ani 0, ani nekone¢no, tak neplati ani b), ani c), ani d).

Funkcia (f) je pre n > 48 nulovd Preto pre n > 48 plat{ (g) =0 < 47", teda e) (f) = O(47"). Naopak f)

neplati, lebo pre kazdé n > 48 (teda pre lubovolne velké n) a kazdid konstantu ¢ mdme 47" > 0 =c- (g), teda
a7

() # 47",

Bonus. (2 body) Pre celé ¢islo n > 1 definujeme graf Q,, nasledovne: Vrcholy grafu Q,, st n-prvkové postupnosti

z Cisel 0 a 1. Hranou spojime prave tie postupnosti, ktoré sa lisia na prave jednom mieste. V zavislosti od n

urcte x(Qy) a A(@n)-

Na to vypocitame limitu

Riesenie. Ukdzeme, 7e k(Qn) = MQ,) = n pre kazdé n > 1. Graf Q,, je zjavne n-reguldrny, preto podla
tvrdenia 4.1 plati £(Q,) < AM(@,) < n. Tym padom ndm staci ukdzat, ze x(Q,) > n. To ukdZeme matematickou

indukciou.
Pre n =1 je @ zjavne suvisly.

Predpokladajme, ze pre nejaké n je graf @Q,, n-sivisly. Ukdzeme, Ze potom je graf Q41 (n + 1)-sivisly. Nech
G, resp. G1 je podgraf grafu Q, 1 indukovany postupnostami, ktoré sa konéia na O, resp. 1. Zjavne podgrafy

Go a G si izomorfné s grafom @Q,,. Zoberme si lubovolnych n vrcholov vy, ..., v, grafu @Q,. UkdZeme, Ze graf
n— {v1,...,0n} je suvisly.
Pripad 1. Ak vsetky vrcholy vy, ..., v, patria do Gy, tak kazdy vrchol grafu GGy je napojeny na vrchol grafu G,

(im zodpovedajice postupnosti sa lisia na poslednom mieste). Graf G je neporuseny, a preto sivisly. Z toho
vyplyva, ze graf Qn+1 — {v1,...,vn} je suvisly.

Pripad 2. Ak kazdy z podgrafov Gy a G; obsahuje aspon jeden z vrcholov vy, ..., v,, tak zaroven ich moéze
obsahovat najviac n—1. KedZe st aj Gy, aj G1 n-sivislé (z indukéného predpokladu), tak po odstrdneni vrcholov
Vi, ..., U, z podgrafov Gy a G dostaneme opét stvislé podgrafy. Uz nam staci ukdzat, ze tieto podgrafy budui
spojené aspon jednou hranou. Medzi podgrafmi Gy a G vedie 2™ hran: hrany {z¢...z,0,20...2,1}, pricom
Ziadne dve z tychto hran nemaji spoloény vrchol. Preto ked odstrdnime z grafu Q41 n vrcholov, tak prideme
o najviac n hran medzi podgrafmi Gy a G1. Pre n > 2 plati 2" > n, takze ndm tam nejaké hrany ostand.

Takze sme ukdzali, ze graf Q,11 je (n + 1)-stvisly, ¢im je dokaz indukciou hotovy.



