
Sada domácich úloh z UKTG č. 1
Termı́n: pondelok 15. 3. 2021, 23:59

Úloha 1. (1 + 2 = 3 body) Figúrka miniveža ohrozuje poĺıčka, ktoré sa nachádzajú v rovnakom riadku alebo

st́lpci ako ona sama a zároveň sú od nej vzdialené najviac tri poĺıčka (pozri obrázok). Kol’ko najviac minivež́ı
možno umiestnit’ na šachovnicu rozmerov

a) 8× 8,

b) 9× 9

tak, aby sa žiadne dve miniveže navzájom neohrozovali.

a) Ukážeme, že na šachovnicu 8 × 8 možno umiestnit’ najviac 16 minivež́ı. Obrázok 1a ukazuje, že naozaj
možno rozmiestnit’ 16 minivež́ı tak, aby sa žiadne dve neohrozovali.

Teraz ukážeme, že viac ako 16 minivež́ı nemôžeme umiestnit’. Predpokladajme, že máme na šachovncii rozmiest-
nených aspoň 17 minivež́ı. Rozdel’me si poĺıčka šachovnice do 16 množ́ın ako na obrázku 1b. Pre každú množinu
plat́ı, že ak do nej umiestnime dve veže, tak sa budú navzájom ohrozovat’. Ked’že vež́ı máme viac ako množ́ın,
z Drichletovho prinćıpu muśı existoavt’ množina poĺıčok, v ktorej sú umiestnené dve veže. Tieto dve veže sa
ohrozujú, preto nie je možné umiestnit’ viac ako 16 minivež́ı.

(a) (b)

Obr. 1

b) Ukážeme, že na šachovnicu 9 × 9 možno umiestnit’ najviac 21 minivež́ı. Obrázok 2a ukazuje, že naozaj
možno rozmiestnit’ 21 minivež́ı tak, aby sa žiadne dve neohrozovali.

Teraz ukážeme, že viac ako 21 minivež́ı nemôžeme umiestnit’. Predpokladajme, že máme na šachovncii rozmiest-
nených aspoň 22 minivež́ı. Rozdel’me si poĺıčka šachovnice do 21 množ́ın ako na obrázku 2b. Pre každú množinu
plat́ı, že ak do nej umiestnime dve veže, tak sa budú navzájom ohrozovat’. Ked’že vež́ı máme viac ako množ́ın,
z Drichletovho prinćıpu muśı existoavt’ množina poĺıčok, v ktorej sú umiestnené dve veže. Tieto dve veže sa
ohrozujú, preto nie je možné umiestnit’ viac ako 21 minivež́ı.
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(a) (b)

Obr. 2

Úloha 2. (1 + 1 + 1 = 3 body) Určte, kol’ko existuje

a) 3- alebo 4-ciferných č́ısel, ktoré obsahujú len cifry 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7;

b) 5-ciferných č́ısel, ktoré obsahujú len cifry 0, 2, 4, 5, 7, 9 a navyše sú delitel’né č́ıslom 25;

c) 6-ciferných č́ısel, v ktorých cifra na prvom mieste je odlǐsná od všetkých ostatných cifier (v tejto úlohe už
č́ısla môžu obsahovat’ l’ubovol’né cifry).

Vaše tvrdenia formálne zdôvodnite. To by malo znamenat’, že hl’adanú množinu č́ısel zlož́ıte z menš́ıch množ́ın
a pomocou tvrdeńı z prednášky zist́ıte počet jej prvkov.

Riešenie. V riešeniach budeme použitie pravidla súčtu označovat’ (+) a použitie pravidla súčinu označovat’ (·).

a) Nech A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. Potom množinu č́ısel z podúlohy a) možno vyjadrit’ ako A×A×A∪A×A×A×A
a s využit́ım pravidla súčtu a súčinu počet jej prvkov je

|A×A×A ∪A×A×A×A| (+)
= |A×A×A|+ |A×A×A×A| (·)= |A|3 + |A|4 = 73 + 74 = 2744.

b) Nech B = {0, 2, 4, 5, 7, 9}. Č́ısla z podúlohy b) budeme reprezentovat’ ako usporiadané 5-tice, ktoré na
prvom mieste nemôžu mat’ cifru 0 (lebo máme 5-ciferné č́ısla) a ich posledné dvojč́ıslie muśı byt’ 00, 25, 50 alebo
75 (kvôli delitel’nosti 25). Preto ich môžeme vyjadrit’ ako (B−{0})×B×B×{(0, 0), (2, 5), (5, 0), (7, 5)}, a teda
ich počet je

|(B − {0})×B ×B × {(0, 0), (2, 5), (5, 0), (7, 5)}| (·)= |B − {0}| · |B| · |B| · |{(0, 0), (2, 5), (5, 0), (7, 5)| =

= 5 · 6 · 6 · 4 = 720.

c) Nech C = {0, 1, . . . , 9} a nech Mi = (C −{i})5 = (C −{i})× (C −{i})× (C −{i})× (C −{i})× (C −{i})
pre i ∈ C. Teda Mi označuje množinu 5-ciferných č́ısel, v ktorých sa nevyskytuje cifra i. Podl’a pravidla súčinu
máme |Mi| = |C−{i}|5 = 95. Množinu všetkých 6-ciferných č́ısel, kde sa prvá cifra ĺı̌si od ostatných, vyjadŕıme
rozdeleńım na viacero množ́ın podl’a prvej cifry:

9⋃
i=1

{i} ×Mi.

Počet jej prvkov teda vieme vyjadrit’ ako∣∣∣∣∣
9⋃

i=1

{i} ×Mi

∣∣∣∣∣ (+)
=

9∑
i=1

|{i} ×Mi|
(·)
=

9∑
i=1

1 · |Mi| =
9∑

i=1

95 = 96.
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Riešenie c) cez zovšeobecnené praidlo súčinu Nech C = {0, 1, . . . , 9}. Množinu všetkých 6-ciferných
č́ısel, kde sa prvá cifra ĺı̌si od ostatných, vyjadŕıme ako

M = {(a1, a2, a3, a4, a5, a6); a1 ∈ C − {0}, a2, a3, a4, a5, a6 ∈ C − {a1}}.

Ked’že |C − {0}| = 9 a pre každé a1 plat́ı |C − {a1}| = 9, tak podl’a zovšeobecneného pravidla súčinu plat́ı
|M | = 9 · 9 · 9 · 9 · 9 · 9 = 96.

Úloha 3. (BONUS, 2 body) Nech n ∈ N+ a M je n-prvková množina. Majme postupnost’ (a1, a2, . . . , ak) prvkov

množiny M , ktorá sṕlňa nasledovné vlastnosti:

(i) ai 6= ai+1 pre každé i ∈ {1, 2, . . . , k − 1};

(ii) nemožno vybrat’ štyri indexy b, c, d, e ∈ {1, 2, . . . , k} také, že b < c < d < e, ab = ad 6= ac = ae (teda
nejaké dve rôzne č́ısla x, y nenájdeme v konfigurácii x, y, x, y, nie nutne pri sebe).

Dokážte, že k ≤ 2n− 1.

Riešenie. Tvrdenie dokážeme matematickou indukciou podl’a n. Pre n = 1 postupnost’ môže kvôli podmienke
(i) obsahovat’ najviac jeden člen, teda k ≤ 1.

Predpokladajme teraz, že tvrdenie zo zadania plat́ı pre každé n ∈ {1, 2, . . . , t}. Dokážeme, že potom tvrdenie
plat́ı aj pre n = t + 1. Nech A = (a1, a2, . . . , ak) je postupnost’ prvkov nejakej (t + 1)-prvkovej množiny M .
Označme si a1 = x a nech x1 = a1, x2, . . . , xs sú všetky výskyty prvku x v postupnosti A. Postupnost’ A si
potom vieme zaṕısat’ ako

x1, P1, x2, P2, x3 . . . , xs−1, Ps−1, xs, Ps,

kde P1, P2, . . . , Ps sú postupnosti prvkov z množiny M . Pre i ∈ {1, 2, . . . , s} si označ́ıme d́lžku postupnosti Pi

ako ki a počet jej rôznych prvkov ako ni. Zjavne k1 + k2 + · · ·+ ks = k − s.

Pre každé i ∈ {1, 2, . . . , s− 1} plat́ı ki > 0, a teda aj ni > 0 (teda postupnost’ Pi je neprázdna), lebo postupnost’

A nemôže obsahovat’ dva prvky x vedl’a seba. Taktiež sa nemôže stat’, že by nejaké dve rôzne postupnosti Pi

a Pj mali rovnaký prvok, lebo to by porušilo podmienku (ii) pre postupnost’ A. Všetky postupnosti Pi preto
obsahujú navzájom disjunktné prvky (navyše rôzne od x). Tým pádom plat́ı n1 + n2 + · · ·+ ns ≤ t.

Pre každú postupnost’ Pi, kde i ∈ {1, 2, . . . , s − 1}, vieme použit’ indukčný predpoklad, č́ım dostaneme ki ≤
2ni − 1. Ak ns > 0, tak z indukčného predpokladu pre postupnost’ Ps dostávame ks ≤ 2ns − 1. Ak ns = 0, tak
zjavne ks = 0. V oboch pŕıpadoch nám však plat́ı ks ≤ 2ns. Spojeńım týchto tvrdeńı dostávame

k = s + k1 + k2 + · · ·+ ks−1 + ks ≤ s + 2n1 − 1 + 2n2 − 1 + · · ·+ 2ns−1 − 1 + 2ns =

= s + 2(n1 + n2 + · · ·+ ns)− (s− 1) = 2t + 1.

Teda k ≤ 2t + 1 = 2(t + 1)− 1, čo sme chceli dokázat’.
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