Sada domacich tdloh z UKTG ¢. 1
Termin: pondelok 15. 3. 2021, 23:59

Uloha 1. (1 + 2 = 3 body) Figturka miniveZa ohrozuje policka, ktoré sa nachddzaji v rovnakom riadku alebo
stlpci ako ona sama a zdroven si od nej vzdialené najviac tri policka (pozri obrazok). Kolko najviac minivez
mozno umiestnit na Sachovnicu rozmerov

a) 8 x 8,
b) 9x9

tak, aby sa ziadne dve miniveze navzajom neohrozovali.
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a) Ukézeme, Ze na Sachovnicu 8 x 8 mozno umiestnit najviac 16 minivezi. Obrazok ukazuje, ze naozaj
moZno rozmiestnit 16 minivezi tak, aby sa Ziadne dve neohrozovali.

Teraz ukdZeme, Ze viac ako 16 miniveZi nemozeme umiestnit. Predpokladajme, Ze mdme na $achovncii rozmiest-
nenych aspon 17 minivezi. Rozdelme si policka $achovnice do 16 mnoZin ako na obrézku Pre kazdi mnozinu
plati, Ze ak do nej umiestnime dve veze, tak sa budd navzajom ohrozovat. Ked'ze vezi mdme viac ako mnozin,
z Drichletovho principu musi existoavt mmnoZina poliok, v ktorej st umiestnené dve veze. Tieto dve veZe sa
ohrozujt, preto nie je mozné umiestnit viac ako 16 minivezi.
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b) UkdZeme, Ze na Sachovnicu 9 X 9 mozno umiestnif najviac 21 minivez{. Obrazok ukazuje, ze naozaj
mozno rozmiestnit 21 minive#{ tak, aby sa Ziadne dve neohrozovali.

Teraz ukdzeme, Ze viac ako 21 minivezi nemozeme umiestnit. Predpokladajme, Ze mame na Sachovncii rozmiest-
nenych aspon 22 minivezi. Rozdelme si poli¢ka Sachovnice do 21 mnozin ako na obrézku Pre kazdd mnozinu
plati, ze ak do nej umiestnime dve veZe, tak sa budid navzédjom ohrozovaf. Ked'ze vez{ médme viac ako mnozin,
z Drichletovho principu musi existoavt mnoZina policok, v ktorej st umiestnené dve veze. Tieto dve veze sa
ohrozujt, preto nie je mozné umiestnit viac ako 21 minivezi.
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Uloha 2. (1 + 1 + 1 = 3 body) Uréte, kolko existuje

a) 3- alebo 4-cifernych ¢isel, ktoré obsahuju len cifry 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7;
b) 5-cifernych ¢&isel, ktoré obsahuji len cifry 0, 2, 4, 5, 7, 9 a navyse st delitené ¢islom 25;

¢) 6-cifernych ¢isel, v ktorych cifra na prvom mieste je odlisnd od vsetkych ostatnych cifier (v tejto tilohe uz
¢isla mozu obsahovat Tubovolné cifry).

Vase tvrdenia forméalne zdévodnite. To by malo znamenat, Ze hladand mnoZinu é&isel zlozite z mensich mnozin
a pomocou tvrdeni z prednasky zistite pocet jej prvkov.

Riesenie. V rieSeniach budeme pouZitie pravidla siétu oznacovat (+) a pouZitie pravidla si¢inu oznacovat (-).
a) Nech A ={1,2,3,4,5,6,7}. Potom mnoZinu &fsel z podiilohy a) moZno vyjadrit ako Ax Ax AUAXx Ax Ax A
a s vyuzitim pravidla sic¢tu a sticinu pocet jej prvkov je

Ax Ax AUAx Ax Ax Al D [Ax Ax Al +]Ax Ax Ax A Z AP + |A]* = 73 + 74 = 2744,

b) Nech B = {0,2,4,5,7,9}. Cisla z podilohy b) budeme reprezentovat ako usporiadané 5-tice, ktoré na
prvom mieste nemozu maft cifru 0 (lebo mame 5-ciferné éisla) a ich posledné dvojéislie musi byt 00, 25, 50 alebo
75 (kvoli delitelnosti 25). Preto ich moZeme vyjadrit ako (B —{0}) x B x B x {(0,0), (2,5), (5,0), (7,5)}, a teda
ich pocet je
Q)
=5-6-6-4="720.

c) Nech C ={0,1,...,9} anech M; = (C —{i})®> = (C — {i}) x (C — {i}) x (C = {i}) x (C = {i}) x (C — {i})
pre i € C. Teda M; ozna&uje mnoZinu 5-cifernych é&isel, v ktorych sa nevyskytuje cifra i. Podla pravidla stéinu

mame |M;| = |C — {i}|®> = 9°. Mnozinu vietkych 6-cifernych ¢&isel, kde sa prva cifra 1i§i od ostatnych, vyjadrime
rozdelenim na viacero mnozin podla prvej cifry:

U{i} x M;.

Pocet jej prvkov teda vieme vyjadrif ako

9 9 0
(;)ZW} X M;]| Qzl'|Mi| 2295:96'
i=1 = g

U{z’} x M;




RieSenie c) cez zovSeobecnené praidlo siacinu Nech C = {0,1,...,9}. Mnozinu vsetkych 6-cifernych
¢isel, kde sa prva cifra lisi od ostatnych, vyjadrime ako

M = {(a17a27a37a47a57a6); a € C - {0}7 az,as, a4, as, ag S C - {(11}}.

Kedze |C — {0}| = 9 a pre kazdé ay plati |C — {a1}| = 9, tak podla zovseobecneného pravidla sicinu plati
IM|=9-9-9-9-9.9 = 95, O

Uloha 3. (BONUS, 2 body) Nech n € N* a M je n-prvkovd mnoZina. Majme postupnost (a1, as, ..., ax) prvkov
mnoziny M, ktord splna nasledovné vlastnosti:

(i) a; # a;+1 pre kazdé i € {1,2,...,k —1};

(ii) nemozno vybrat styri indexy b, ¢, d, e € {1,2,...,k} také, ze b < ¢ < d < e, ap = aq # a. = a. (teda
nejaké dve rozne éisla x, y nendjdeme v konfigurdcii z, y, x, y, nie nutne pri sebe).

Dokazte, ze k < 2n — 1.

Riesenie. Tvrdenie dokdzeme matematickou indukciou podla n. Pre n = 1 postupnost moze kvoli podmienke
(i) obsahovat najviac jeden ¢len, teda k < 1.

Predpokladajme teraz, Ze tvrdenie zo zadania plati pre kazdé n € {1,2,... t}. Dokézeme, ze potom tvrdenie
plati aj pre n = ¢t + 1. Nech A = (ay,az,...,ax) je postupnost prvkov nejakej (¢ + 1)-prvkovej mnoziny M.
Oznaéme si a; =  a nech £ = ai,xs,...,%s su vietky vyskyty prvku x v postupnosti A. Postupnost A si

potom vieme zapisat ako

x1, P1,%2, P, T3 .., Ts—1, Ps—1,Ts, P,
kde Py, Py, ..., Ps st postupnosti prvkov z mnoziny M. Pre i € {1,2,...,s} si oznac¢ime dizku postupnosti P;
ako k; a pocet jej roznych prvkov ako n;. Zjavne k1 + ko + -+ + ks = k — s.
Pre kazdé i € {1,2,...,s—1} plati k; > 0, a teda aj n; > 0 (teda postupnost P; je neprdzdna), lebo postupnost
A nemodze obsahovaf dva prvky x vedla seba. TaktieZ sa nemoze stat, Ze by nejaké dve rozne postupnosti P
a P; mali rovnaky prvok, lebo to by porusilo podmienku (ii) pre postupnost A. Vsetky postupnosti P; preto
obsahuji navzdjom disjunktné prvky (navyse rézne od x). Tym pddom plati ny +mns + -+ +n, < t.
Pre kazdu postupnost P;, kde i € {1,2,...,s — 1}, vieme pouzit indukény predpoklad, ¢im dostaneme k; <
2n; — 1. Ak ng > 0, tak z indukéného predpokladu pre postupnost P, dostdvame ks < 2ns — 1. Ak n, = 0, tak
zjavne ks = 0. V oboch pripadoch ndm vsak plati ks < 2n,. Spojenim tychto tvrdeni dostavame

k=s+ki+kat+- - +ks1+tks<s+2n—1+2ny—1+ - +2n,1—1+2ns=
=s4+2(np+ne+--+ns)—(s—1)=2t+1.

Teda k <2t +1=2(t + 1) — 1, ¢o sme chceli dokdzat. O



