
Riešenia sady domácich úloh z UKTG č. 1

1. úloha

Na Matfyze je 100 (rozĺı̌sitel’ných) študentov a 40 učebńı oč́ıslovaných od 1 po 40. Kol’kými spôsobmi možno
rozdelit’ študentov do učebńı, ak

a) (0,3 b) nie sú žiadne obmedzenia;

b) (0,7 b) Janko a Marienka majú byt’ v rovnakej učebni;

c) (1 b) v učebni 17 má byt’ aspoň jeden študent;

d) (1 b) v učebni 1 má byt’ práve 5 študentov a v učebni 2 má byt’ práve 10 študentov.

e) (2,5 b) nesmie existovat’ učebňa, v ktorej sú práve 3 študenti.

a) Každému študentovi vyberieme (prirad́ıme) učebňu, do ktorej pôjde. Každý zo 100 študentov má 40 možnost́ı,
teda spolu máme 40100 možnost́ı. (Formálne v tejto úlohe ide o zobrazenia z množiny študentov do množiny učebńı,
teda o variácie s opakovańım.)

b) Jankovi a Marienke vyberieme spoločnú učebňu, na čo máme 40 možnost́ı. Každý zo zvyšných 98 študentov má
na výber 40 učebńı. To nám spolu dáva 4099 možnost́ı.

c) Rozdeleńı, kde v učebni 17 nie je žiaden študent, je 39100 (vtedy má každý študent len 39 možnost́ı). Počet
rozdeleńı, kde v učebni 17 je aspoň jeden študent, źıskame odč́ıtańım od všetkých rozdeleńı: 40100 − 39100.

d) Uvedieme najprv riešenie, ktoré sa bude l’ahko zovšeobecňovat’ v podúlohe e). Najskôr obsad́ıme učebne 1 a 2.
Vyberieme usporiadanú 15-ticu študentov (s1, s2, . . . , s15), ktoŕı budú v učebniach 1 a 2 – 10015 možnost́ı. Prvých 5
z nich (teda s1, s2, s3, s4, s5) pošleme do učebne 1 a zvyšných 10 (s6, s7, . . . , s15) do učebne 2. Študentov v učebni 1
môžeme spermutovat’ 5! spôsobmi a študentov v učebni 2 zas 10! spôsobmi. Každá z týchto 5! · 10! permutácii vedie
k rovnakému obsadeniu učebńı 1 a 2. Potom nám už ostáva len obsadit’ zvyšné učebne – ostalo nám 100 − 15 = 85
študentov a každý z nich má na výber z 40− 2 = 38 učebńı, čo nám dáva 3885 možnost́ı. Spolu teda máme

10015

5! · 10!
· 3885 možnost́ı.

d) Iné riešenie Najprv zo všetkých 100 vyberieme 5 študentov do učebne 1, na čo máme
(
100
5

)
. Potom zo zvyšných

95 študentov vyberieme 10 študentov do učebne 2 –
(
95
10

)
možnost́ı. Nakoniec každému zo zvyšných 93 študentov urč́ıme

l’ubovol’nú zo zvyšných 38 učebńı. Spolu teda máme(
100

5

)(
95

2

)
· 3893 možnost́ı.

Riešenie úlohy e)

Ako riešit’ úlohy na PIE?

1. Ujasńıme si, či chceme pomocou PIE poč́ıtat’ dobré alebo zlé možnosti.

2. Rozdeĺıme si všetky možnosti na niekol’ko, povedzme n, skupiniek.

3. Vypoč́ıtame, kol’ko možnost́ı sa nachádza v prieniku fixných k skuṕın. Pri tom si treba uvedomit’, čo vlastne za
možnosti v tomto prieniku máme, ako ich kombinatoricky oṕısat’.



• POZOR! Pri niektorých úlohách tento výsledok nemuśı závisiet’ iba od k, ale môže závisiet’ aj od toho,
ktoré skupinky berieme do prieniku. Napr. úloha 1 z: http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/uktg22/
du/du3-riesenie.pdf

4. Urč́ıme hodnotu Sk tak, že pre dané k nasč́ıtame výsledky z predošlého bodu cez všetky možné k-tice skuṕın.

5. Dosad́ıme hodnotu Sk do vzorca pre PIE: poč́ıtané možnosti =
∑n

k=1(−1)k+1Sk, pŕıp. ak sme cez PIE vyjadrovali
zlé možnosti, tak môžeme rovno vypoč́ıtat’ dobré ako

∑n
k=0(−1)kSk

Riešenie podl’a predošlého návodu

Toto riešenie ilustruje spomenutý návod aj so zopár úvodnými komentármi, ako na riešenie pŕıst’ a ako začat’. Nepouž́ıva
vel’mi formálny jazyk, no stále dobre zachycuje ako funguje PIE.

1. Vieme nejako zaručit’, že neexistuje učebňa s 3 študentmi? Nebude l’ahšie uvažovat’ možnosti, kde existuje nejaká
učebňa s 3 študentmi? Existencia sa nám l’ahšie uchoṕı, lebo si vieme možnosti rozdelit’ na pŕıpady podl’a toho,
v ktorej učebni sú práve 3 študenti. Budeme teda poč́ıtat’ zlé možnosti

2. Poč́ıtame zlé možnosti, teda možnosti rozdelenia študentov, kde existuje učebňa s práve 3 študentmi. Tieto
možnosti si rozdeĺıme na 40 skuṕın. Skupina č́ıslo i obsahuje tie možnosti, kde v miestnosti i sú 3 študenti
(nevylučujeme však existenciu iných možnost́ı s 3 študentmi). Sú tieto skupinky disjunktné? Nie. Nemôžeme
teda použit’ pravidlo súčtu, ale použijeme PIE.

3. Uvažujme nejakých fixných k skupiniek. Kol’ko možnost́ı sa nachádza v ich prieniku? Ako vieme oṕısat’, o aké
možnosti ide? Ide o také možnosti, kde máme nejakých fixných k učebńı, v ktorých sú 3 študenti. Určme
počet takýchto možnost́ı. Najprv postupne obsad́ıme daných k miestnost́ı. Do i-tej miestnosti (i ∈ {1, 2, . . . , k})
vyberieme troch študentov spomedzi 100 − 3(i − 1) (lebo už 3(i − 1) študentov je v predošlých miestnostiach).
Počet možnost́ı na tieto výbery je

k∏
i=1

(
100− 3(i− 1)

3

)
=

(
100

3

)(
97

3

)
. . .

(
100− 3k + 3

3

)
=

1003

3!
· 973

3!
· · · · · (100− 3k + 3)3

3!
=

1003k

6k
.

Potom nám ostane (100 − 3k) študentov, z ktorých každý má na výber l’ubovol’nú zo 40 − k zvyšných učebńı.
Spolu tak máme

1003k

6k
· (40− k)100−3k možnost́ı.

Vyšlo nám to teraz pekne, že tento počet možnost́ı záviśı len na č́ısle k. Nezáviśı na tom, ktorých k učebńı
uvažujeme.

4. Urč́ıme č́ıslo Sk, ktoré dostaneme sč́ıtańım výsledkov z predošlej pre všetky možné výbery k skupiniek. Takýchto
výberov je

(
40
k

)
a každému zodpovedá rovnaký počet možnost́ı, preto

Sk =

(
40

k

)
1003k

6k
· (40− k)100−3k.

Všimnite si, že v tomto pŕıpade nehovoŕıme o možnostiach, nakol’ko Sk nevyjadruje počet možnost́ı. Ide o súčet
vel’a č́ısel. V konečnom dôsledku sú niektoré možnosti v Sk započ́ıtané raz, iné dvakrát, a niektoré možno aj
17-krát.

5. Už len dosad́ıme do vzorca pre PIE. Môžeme rovno použit’ vzorec na dobré možnosti (Dôsledok 3.22) alebo
rozdiel všetkých a zlých možnost́ı. Zvoĺıme druhú možnost’ a tak dostaneme výsledný počet možnost́ı:

40100 −
40∑
k=1

(−1)k+1Sk = 40100 +

40∑
k=1

(−1)k
(

40

k

)
1003k

6k
· (40− k)100−3k =

40∑
k=0

(−1)k
(

40

k

)
1003k

6k
· (40− k)100−3k.

Formálneǰsie riešenie

Nech pre i ∈ {1, 2, . . . , 40} Mi označuje počet takých rozdeleńı študentov, kde v miestnosti č́ıslo i sú práve 3 študenti.
Hl’adané možnosti vieme vyjadrit’ ako (M1 ∪M2 ∪ · · · ∪M40)C , čo je podl’a Dôsledku 3.22 Prinćıpu inklúzie a exklúzie
rovné

40∑
k=0

(−1)k
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

|Mi1 ∩Mi2 ∩ · · · ∩Mik |. (1)

http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/uktg22/du/du3-riesenie.pdf
http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/uktg22/du/du3-riesenie.pdf


Množina Mi1∩Mi2∩· · ·∩Mik označuje počet rozdeleńı, kde v učebniach i1, i2, . . . , ik sú práve traja študenti. Určme teraz
ich počet: Najskôr vyberieme usporiadanú 3k-ticu študentov (s1, s2, . . . , s3k), na čo máme 1003k možnost́ı – to budú
študenti, čo sú v miestnostiach i1, i2, . . . , ik. Študentov s3j−2, s3j−1, s3j prirad́ıme do učebne ij pre j ∈ {1, 2, . . . , k}
(teda prv́ı traja idú do učebne i1, druhý traja do učebne i2, . . . ). Nakol’ko nám však nezálež́ı na tom, v akom porad́ı
študentov dáme do miestnosti, každé z 3! = 6 porad́ı študentov v rámci jednej miestnosti s3j−2, s3j−1, s3j vedie k
rovnakému rozdeleniu. Celkovo tak máme každú možnost’ započ́ıtanú 6k-krát. Nakoniec už len každému zo zvyšných
100 − 3k nevybraných študentov prirad́ıme l’ubovol’nú zo zvyšných 40 − k miestnost́ı, na čo máme (40 − k)100−3k

možnost́ı. Spojeńım týchto úvah teda máme

|Mi1 ∩Mi2 ∩ · · · ∩Mik | =
1003k

6k
· (40− k)100−3k.

Teraz už len dosad́ıme spät’ do (1) a máme

40∑
k=0

(−1)k
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

1003k

6k
· (40− k)100−3k =

40∑
k=0

(−1)k
(

40

k

)
1003k

6k
· (40− k)100−3k,

čo je hl’adaný počet možnost́ı.

2. úloha

Kol’ko existuje nerastúcich 47-prvkových postupnost́ı z č́ısel z množiny {1, 2, . . . , 42}?

Postupnost’ (a1, a2, . . . , a47) je nerastúca ak pre všetky i, j ∈ {1, 2, . . . , 47} plat́ı: i < j ⇒ ai ≥ aj .

Riešenie cez vzorec

Z množiny {1, 2, . . . , 42} vyberme 47 č́ısel tak, že nám nezálež́ı na porad́ı a č́ısla môžeme vyberat’ opakovane. Ide o
kombinácie s opakovańım, teda máme na to(

42 + 47− 1

47

)
=

(
88

47

)
možnost́ı.

Pre každý takýto výber je práve jeden spôsob, ako vybrané č́ısla zoradit’ do nerastúcej postupnosti. Preto uvedený
počet možnost́ı je riešeńım úlohy.

Riešenie cez gul’̂očky a oddel’ovače

Uvažujme ret’azce zložené zo 47 gul’̂očok a 41 oddel’ovačov. Takýchto ret’azcov je(
88

47

)
=

(
88

41

)
,

nakol’ko vlastne potrebujeme len vybrat’ 47 miest z celkových 88, na ktorých budú gul’̂očky. Oddel’ovače nám rozdelia
ret’azec na 42 úsekov gul’̂očok. Na základe tohto ret’azca vytvoŕıme nerastúcu postupnost’ č́ısel {1, 2, . . . , 42} nasledovne:
Začneme s prázdnou postupnost’ou a postupne pre i = 42, 41, . . . , 1 do postupnosti pridáme tol’kokrát č́ıslo i, kol’ko
gul’̂očok je v i-tom úseku. Ked’že č́ısla pridávame v klesajúcom porad́ı, dostaneme nerastúcu postupnost’. Ked’že gul’̂očok
je 47, tak výsledná postupnost’ má tiež 47 členov.

3. úloha

Na konferenciu prǐsli z každej zo 40 kraj́ın traja vedci: matematik, fyzik a informatik. Kol’kými spôsobmi ich
možno rozsadit’ okolo okrúhleho stola tak, aby vedci z rovnakej krajiny sedeli vedl’a seba? Rozsadenia, ktoré sa
ĺı̌sia len otočeńım považujeme za rovnaké.



Najskôr urč́ıme počet permutácíı, v ktorých vedci z rovnakej krajiny sedia vel’a seba. Poradie kraj́ın možno určit’ 40!
spôsobmi. Pre každú krajinu možno ich členov rozsadit’ 3! = 6 spôsobmi. Teda takýchto rozsadeńı máme 40! ·640. Teraz
chceme permutácie, ktoré sa ĺı̌sia len cyklickým posunom považovat’ za rovnaké. Každú takúto permutáciu môžeme
cyklicky posunút’ 120-krát, ale len 40 posunut́ı je takých, že krajiny sú vedl’a seba (vo zvyšných jedna krajina má
niekoho na začiatku a niekoho na konci a také možnosti se nerátali). Každú možnost’ sme teda zarátali 40-krát, preto
výsledok je

40! · 640

40
= 39! · 640 možnost́ı.


