RieSenie sady domacich tiloh z UKTG ¢. 1

Uloha 1

(2 body) Nech n je prirodzené ¢islo. Na zaciatku mame jednu kopku s n zeténmi. V jednom
kroku si vyberieme Iubovolnt kopku s aspon 2 Zeténmi a rozdelime ju na dve neprazdne kopky,
jednu s a zeténmi a druhi s b zetéonmi. Za takyto krok ziskame ab bodov. Tento krok opakujeme
do vtedy, dokym vsetky kopky neobsahuji len jeden Zetén. Dokézte, Ze bez ohladu na to, aké
kroky sme vykonévali, za cely tento proces ziskame presne %n(n — 1) bodov.

Priklad. Na zaciatku mame kopku so 10 zeténmi. V prvom kroku ju rozdelime napriklad na
dve kopky s 3 a 7 zeténmi, za ¢o ziskame 3 - 7 = 21 bodov. V druhom kroku si vyberieme
napriklad kopku so 7 zZetonmi a rozdelime ju na 2 a 5 zeténov, ¢im ziskame 2 -5 = 10 bodov.

.

Na zaciatok vyjasnime jednu nepresnost zadani (ktord nastastie nikomu nerobila problémy). Pre
n = 0 tvrdenie neplati, ak ho presne berieme — mame jednu kopku z 0 zeténmi a 1 Zetén v nej
nedostaneme. Ale na to sa vieme divat tak, Ze nemdme Ziadnu kopku a vtedy uZ na zaciatku plati,
7e v kazdej kopke je jeden Zetén. Vo zvysku rieSenia budeme uvazovat n > 1.

Tvrdenie dokazeme tplnou matematickou indukciou.

Baza. Pren =1 mame jednu kopku s 1 zeténom, ¢ize sme skoncili a ziskali sme 0 = % -1-0 bodov,
¢ize tvrdenie plati.

Indukény krok Uvazujme celé ¢islo k£ > 2.

Predpokladdme, ze pre kazdé n € {1,2,...,k — 1} plati, ze ak za¢iname s kopkou s n zeténmi, tak
po Tubovolnej postupnosti krokov podla zadania ziskame $n(n — 1) bodov (indukény predpoklad).

Teraz dokazeme, ze rovnaky zaver plati pre kopku s k zeténmi. V prvom kroku rozdelime kopku na
dve kopky, jednu s £ Zeténmi a druhii s k — £ zeténmi, pricom ziskame £(k — £) bodov. Dalej budeme
robit kroky s tymito dvomi kopkami. Ked'ze tieto dve kopky si nezdvislé a 1 < k, kl < k — 1, tak z
indukéného predpokladu vieme, Ze z prvej kopky velkosti ¢ ziskame %5 (¢—1) bodov a z druhej kopky
velkosti k — ¢ ziskame £ (k — £)(k — € — 1) bodov. N&s celkovy zisk bodov tak je

Uk —0) 4+ 3000 =1)+2(k=0)(k—(—1)=
TR0k -0)+el—1)+(k—0)(k—0—-1)] =
Lo Rkl—20 40—+ Pkl —k—kl+ 7+ (] =
L(k* — k).

A to sme mali dokdzat. Dokaz iplnou mat. indukciou je tak hotovy.



Uloha 2

(2 body) Kolko najmenej ¢isel (navzdjom roznych) musime vybrat z mnoziny {1,2,...,22},
aby zarucene existovala dvojica cisel, ktorych rozdiel je 3, 4 alebo 7. Vase tvrdenie dokazte.

Bonus. (1 bod) Vyrieste tilohu vSeobecne pre mnozinu {1,2,...,n}.

Ddvame do pozornosti, Ze v ulohe 2 za dokaz preverenim vsetkych moznosti pomocou pocitaca
neudelime plny pocet bodowv.

Ukézeme, ze riesenim je 9.

Dolny odhad. Ak vyberieme 8 ¢isel 1,2,3,11,12,13,21, 22, tak lahko skontrolujeme (preverenim
vietkych moznost{), Ze medzi nimi nie st dve s rozdielom 3, 4 ani 7. Teda vyberat 8 ¢isel ndm nestaci.

Horny odhad. Teraz ukazeme, Ze ak vyberieme Iubovolnych 9 éfsel z mnoziny M = {1,2,...,22},
tak budu existovat 2 vybrané éisla z rozdielom 3, 4 alebo 7. RozloZzme si mnozinu M na nasledovnych
8 tried:

{1,4,8}, {2,5,9}, {3.6,10}, {7,11}, {12,15,19}, {13,16,20}, {14,17,21}, {18,22}.

Lahko skontrolujeme, Ze v kazdej triede maji kazdé dve &fsla rozdiel 3, 4 alebo 7. Z Dirichletovho
principu vyplyva, Ze ak vyberieme Tubovolnych 9 ¢isel, ¢o viac ako pocet tried, tak existuji dve
vybrané ¢isla z rovnakej triedy a tie teda maju rozdiel 3, 4 alebo 7.

Bonus

Pre n < 3 hladany najmensi pocet ¢isel neexistuje, lebo v samotnej mnozine M, = {1,2,...,n}
neexistuju dve ¢isla s rozdielom 3, 4 alebo 7. Ukazeme, ze rieSenim pre n > 4 je

3|n/10] + min(n mod 10,3) + 1.

Tuto hodnotu ziskame zovSeobecnenim konstrukcie nevyhovujiceho vyberu 8 ¢isel pre n = 22.
Priamo teda tak vieme ziskat dolny odhad.

Dolny odhad. Uvazujme mnozinu A, ktora obsahuje vsetky prirodzené ¢isla konciace sa na 1, 2
alebo 3, teda
A={10k+z; ke NAz € {1,2,3}}.

Ukazeme, ze mnozina A neobsahuje ziadne dve ¢isla s rozdielom 3, 4 alebo 7. Vezmime si dve ¢isla
10k + 21 < 10ky + 20 € A pre ki, ko € N a z1,20 € {1,2,3}. Ak st v rovnakej desiatke, teda
ak ki = ko, tak ich rozdiel je najviac 2o — 23 = 2. Ak st v inych desiatkach, tak ich rozdiel je
10kg + 25 — 10ky — 2 = 10(ky — k1) + 22 — 21 > 10+ 1 — 3 = 8. V oboch pripadoch ich rozdiel nie
je 3, 4 ani 7. Potom zjavne pre kazdé n > 4 mnozina A N M,, obsahuje 3|n/10| + min(n mod 10, 3)
¢isel a ziadnu dvojicu so Zelanym rozdielom. Musime teda z M,, vybrat viac ¢isel.



Horny odhad. Pre horny odhad sa ndm nepodari zovseobecnit nase rieSenie pre n = 22. PouZijeme
vsak iny pristup. Miesto delenia na triedy, kde chceme mat aspon 2 ¢fsla, budeme hladat triedy, kde
chceme mat aspoii 4 &fsla. Na to sa ndm prirodzene pontikne 10 za sebou idtcich éfsel. Oproti dokazu
v riadnej ¢asti ho sformulujeme v pozitivnom svetle, kde ukazeme, ze ak vyberieme ¢isla bez rozdielu
3, 4 alebo 7, tak sme ich vybrali najviac 3|n/10] + min(n mod 10, 3).

Ukézeme, z lubovolnej mnoziny {a+1,a+2,...,a+ 10}, kde a € N, mozeme vybrat najviac tri ¢isla
tak, aby sme nemali dvojicu s rozdielom 3, 4 alebo 7. Toto tvrdenie sa d4 lahko ukdzat preverenim
vSetkych moznosti. Jeden zo strué¢nych dokazov je sporom, kde uvazujeme nasledovné dve rozklady:

{a+1,a+4,a+8}, {a+2,a+5a+9}, {a+3,a+6,a+10}, {a+7},

{a+1,a+5,a+8}, {a+2,a+6,a+9}, {a+3,a+7a+10}, {a+4}.

Opit kazdd trieda obsahuje len dvojice so sporymi rozdielmi 3, 4 alebo 7. Ak vyberieme dve &isla
z rovnakej triedy, tak mame sporny rozdiel. Ak by teda existoval vyber styroch ¢isel bez sporného
rozdielu, tak kedze oba rozklady maji 4 triedy, musime z kazdej triedy vybrat jedno éislo. Speciélne,
musime vybraft ¢islo a+ 7 aj ¢islo a + 4, no ich rozdiel je a +7 —a —4 = 3, ¢o je spor. Zjavne najviac
3 ¢&fsla vieme vybrat aj z mnoziny menej ako 10 za sebou idtcich éisel.

Mnozinu M, si teda rozdelime na |n/10| + 1 tried, kde trieda T; obsahuje tie ¢isla z mnoziny M,
ktorych celociselny podiel po deleni 10 je i € {0,1,...,|n/10]}. Predpokladajme, ze vyberieme
¢isla z mnoziny M, tak, Ze medzi Ziadnymi dvomi nie je rozdiel 3, 4 ani 7. KedZe mnozina T pre
0 < i < |[n/10] obsahuje prave 10 za sebou idtcich &fsel, tak sme z nej mohli vybrat najviac 3
cisla. Takisto moézeme najviac 3 ¢isla vybrat z mnoziny 7|, /19|, kedZe obsahuje n mod 10 ¢isel. Ale
taktiez plati, Ze z nej moZeme vybrat najviac n mod 10 &fsel, ¢o spolu s predoslou vetou déva najviac
min(n mod 10, 3) ¢&isel. Celkovo tak vieme vybrat najviac 3|n/10] + min(n mod 10, 3) ¢&isel. Teda ak
vyberieme 3|n/10| + min(n mod 10, 3) + 1 ¢isel, tak mame zarucent existenciu rozdielu 3, 4 alebo 7.

Uloha 3

(2 body) Uréte pocet vsetkych 3-cifernych ¢isel takych, ze
a) ich cifry st z mnoziny {1,2,4, 7} a obsahuji prave jednu neparnu cifru;

b) ich cifry st z mnoziny {0,2,5,8} a poslednd (tretia) cifra sa 1isi od prvych dvoch (prva
a druh4 cifra vSak mozu byt rovnaké);

¢) ich cifry si z mnoziny {1,2,3} a maju aspon dve cifry rovnaké.

V kazdej ulohe uved'te formdlny dokaz vasho vysledku a tiez aj vypiste vsetky moZnosti.
Vypisat mozZnosti moZzete dvomi sposobmi

e rucne — vtedy musi byt vidno systém, akym ste moznosti vypisovali;
e pomocou pocitaca — vtedy odovzdajte aj programy, ktoré ste pri vypise moznosti pouzili.

Idedlne by mal systém vypisovania moznosti (¢i uz ruény systém alebo program) korespondovat
s vasim formélnym odvodnenim.

Trojciferné ¢islo mozete formdlne povazovat za usporiadanid trojicu cifier, pricom prva cifra
mus{ byt nenulova.




RieSenie a)

Nech P = {2,4} a N = {1,7}. Hladant mnozinu 3-cifernych ¢isel A rozdelime na tri po dvoch
disjunktné podmnoziny podla toho, na ktorej pozicii obsahuji svoju jedinti neparnu cifru. Tie potom
vyjadrime ako

NXPxPUPXNxPUPXPxN.

Podla pravidla siétu a stéinu tak mnozina A mé pocéet prvkov

INXPxPUPXNXxPUPXPxN|=
=|NXxPXxP|+|PxNxP|+|PxPxN|=
— [N|-|P| - |P|+ |P|- N| - |P| + |P| - |P| - IN| =

=2-2:2+42:2-242.2.2=3-2%=24,

RieSenie b)
Nech M = {0,2,5,8}. Hladanti mnozinu vsetkych moznosti B rozlozime na $tyri triedy rozkladu By,
Bs, Bs a Bg podla ich poslednej cifry. Plati:

o By = (M —{0}) x (M —{0}) x {0}, ¢ize podla pravidla sic¢inu |By| =3-3-1=09.

e Pre kazdé c € {2,5,8} plati M. = (M —{0,c}) x (M — {c}) x {c}, teda podla pravidla sicinu
M =2-3-1=6.

Podla pravidla stié¢tu tak méme

RieSenie b) cez zovSeobecnené pravidlo sii¢inu

Nech M = {0, 2,5, 8}. Hladani mnozinu vsetkych moznosti B rozlozime na dve disjunktné podmnoziny
B1 a BQ.

Mnozina B; bude obsahovat ¢isla, ktoré maji prvé dve cifry rovnaké, teda
By ={(a,a,b); ae M — {0} ANbe M — {a}}.

Kedze |M —{0}| = 3 a |M — {a}| = 3 pre kazdui volbu a (a aj preto, ze zobrazenie (a,b) — (a,a,b)
je bijekcia), tak podla zovseobecneného pravidla sucinu |By| = 3-3 = 9.

Mnozina B, bude obsahovat &fsla, ktoré maji prvé dve cifry rozne, teda
By = {(a,b,c); a € M — {0} Nb€ M — {a} Ac € M{a,b}}.

Kedze vzdy plati |M — {0} = 3, |M — {a}| = 3 a |M — {a,b}| = 2, tak podla zovSeobecneného
pravidla si¢inu |By| =3-3 -2 = 18.

Na zaver podla pravidla sictu mame |B| = |B; U By| = |By| + |Bs| = 9 + 18 = 27.

RieSenie c) cez zovSeobecnené pravidlo sicinu

Nech M = {1,2,3}. Hladanti mnozinu vSetkych moznosti C rozlozime na $tyri disjunktné podmnoziny.



Mnozina C; bude obsahovat ¢&isla so vietkymi tromi ciframi rovnakymi, teda C; = {(a,a,a); a € M}
a |C| = 3.

Mnozina C5 bude obsahovat &isla, kde st prvé dve cifry rovnaké a tretia je od nich rozna. Tieto &isla
dostaneme tak, ze zvolime

e a € M: 3 moznosti,
e c € M — {a}: 2 moznosti
a vytvorime ¢islo (a, a, ¢). Podla zovseobecneného pravidla stcinu |Cy| = 3 -2 = 6.

Dalej pokrac¢ujeme s mnozinou Cs, ktors obsahuje éfsla s rovnakou 1. a 3. cifrou a odlisnou 2. cifrou,
a mnozinou C} s rovnakou 2. a 3. cifrou a odlignou 1. cifrou. Ich pocty vieme urcit analogicky alebo
na zaklade bijekcii na Cy. Teda |Cy| = |C5] = |Cy| = 6.

Podla pravidla stuctu tak mame |C| =3+ 6 + 6 + 6 = 21.

RieSenie c) cez pravidlo rozdielu

Hladand mnozinu vsetkych moznosti C' vieme vyjadrit ako
C =M—R,

kde M? je mnozina vsetkych trojcifernych éisel a R je mnozina vsetkych trojcifernych éisel, teda
usporiadanych trojic z M?, s navzdjom roznymi ciframi. Mnozina R je ekvivalentnd s mnozinou
varidcii bez opakovania 3. triedy prvkov z M, teda |R| = 3! = 6. Kedze R C M3, tak podla pravidla
rozdielu (a su¢inu pre |M?|)

IC| = |M? — |R| = 3% -6 =21.

Programy vypisujice moznosti

Programy v C++ k vypisujice vsetky moznosti mozete ndjst na adrese http://www.dcs.fmph.
uniba.sk/~rajnik/uktg24/du/dul_3_programy.cpp Programy su postavené tak, aby co najlepsie
zodpovedali rieSeniam uvedenym v tomto dokumente. Tiez sme v nich nevyuzivali ziadne pokrocilé
veci. Napr. ak sme chceli prejst cez vietky prvky mnoziny M —{a}, tak sme for cyklom presli vietky
prvky mnoziny M a iteraciu, kde sme narazili na a sme preskocili cez continue. Dolezité je, ze takto
stéle vieme urcit, ze takyto cyklus vykond presne |M| — 1 nepreskocenych iterdcii. Teda o takychto
programoch vieme uréit, kolko moznosti vypisu aj bez toho, aby sme ich spustili.


http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/uktg24/du/du1_3_programy.cpp
http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/uktg24/du/du1_3_programy.cpp

