Riesenia sady domacich uloh z UKTG ¢. 1

1. iloha

Na Matfyze je 100 (rozlisitelnych) Studentov a 40 uéebni o¢islovanych od 1 po 40. Kolkymi sposobmi mozno
rozdelit §tudentov do ucebni, ak

a) (0,3 b) nie su ziadne obmedzenia,

b) (0,7 b) Janko a Marienka maji byt v rovnakej uéebni;

¢) (1b) v uebni 17 ma byt aspon jeden student;

d) (1 b) v ucebni 1 m4 byt prdve 5 studentov a v ucéebni 2 m4 byt prave 10 studentov.

)
)
)
)

e) (2,5 b) nesmie existovat ucebiia, v ktorej st prave 3 Studenti.

a) Kazdému Studentovi vyberieme (priradime) uc¢ebnu, do ktorej pojde. Kazdy zo 100 studentov mé 40 moznosti,
teda spolu mame 40'% moznosti. (Formélne v tejto tlohe ide o zobrazenia z mnoziny studentov do mnoziny ucéebnf,
teda o varidcie s opakovanim.)

b) Jankovi a Marienke vyberieme spoloéni uéebiu, na ¢o mame 40 moznosti. Kazdy zo zvysnych 98 studentov md
na vyber 40 uéebni. To ndm spolu déva 40%° moznosti.

c) Rozdeleni, kde v uéebni 17 nie je ziaden Student, je 39'%0 (vtedy ma kazdy Student len 39 moznosti). Pocet
rozdeleni, kde v ucebni 17 je aspoii jeden §tudent, ziskame odéitanim od vsetkych rozdeleni: 4000 — 39100,

d) Uvedieme najprv riesenie, ktoré sa bude Tahko zovseobeciiovat v podiilohe e). Najskor obsadime ucebne 1 a 2.
Vyberieme usporiadant 15-ticu studentov (s1, 82, ..., $15), ktorf budd v uéebniach 1 a 2 — 10012 moznosti. Prvych 5
z nich (teda s1, 52,53, 54, 55) posleme do ucebne 1 a zvysnych 10 (sg, s7,...,515) do ucebne 2. Studentov v ucebni 1
mozZeme spermutovat 5! spésobmi a studentov v uéebni 2 zas 10! sposobmi. Kazd4 z tychto 5! - 10! permutdcii vedie
k rovnakému obsadeniu ucebni 1 a 2. Potom ndm uZ ostéva len obsadit zvysné ucebne — ostalo ndm 100 — 15 = 85
studentov a kazdy z nich mé na vyber z 40 — 2 = 38 ucebni, ¢o ndm dava 38%° moznosti. Spolu teda méme

10012

S0 3885 moznosti.

100
5

) moznosti. Nakoniec kazdému zo zvysnych 93 studentov uréime

d) Iné rieSenie Najprv zo vsetkych 100 vyberieme 5 Studentov do uc¢ebne 1, na ¢o mdme (
95
10

). Potom zo zvysnych
95 studentov vyberieme 10 studentov do uc¢ebne 2 — (
Tubovolnt zo zvysnych 38 ucebni. Spolu teda mame

100\ /95 93 . ,
< 5 ) <2> - 38 moznosti.

RieSenie tlohy e)
Ako riesit tilohy na PIE?
1. Ujasnime si, & chceme pomocou PIE poéitat dobré alebo zlé moznosti.

2. Rozdelime si vSetky moznosti na niekolko, povedzme n, skupiniek.

3. Vypoéitame, kolko moznosti sa nachddza v prieniku fixnych k skupin. Pri tom si treba uvedomit, ¢o vlastne za
moznosti v tomto prieniku méame, ako ich kombinatoricky opisat.



4.
d.

e POZOR! Pri niektorych tlohich tento vysledok nemusi zavisief iba od k, ale moze zdvisief aj od toho,
ktoré skupinky berieme do prieniku. Napr. tloha 1 z: http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/uktg22/
du/du3-riesenie.pdf

Uréime hodnotu Sy tak, ze pre dané k nascitame vysledky z predoslého bodu cez vSetky mozné k-tice skupin.

Dosadime hodnotu Sy do vzorca pre PIE: poc¢itané moznosti = Zzzl(—l)k“Sk, prip. ak sme cez PIE vyjadrovali
z1é moznosti, tak mozeme rovno vypocitat dobré ako > p_ (—1)*Sk

Riesenie podla predoslého navodu

Toto rieSenie ilustruje spomenuty ndvod aj so zopar ivodnymi komentdrmi, ako na riesenie prist a ako zacat. Nepouziva

. .
velmi

1.

formalny jazyk, no stdle dobre zachycuje ako funguje PIE.

Vieme nejako zaruéit, Ze neexistuje uéebiia s 3 studentmi? Nebude lahsie uvazovat moznosti, kde existuje nejakd
uéebiia s 3 studentmi? Existencia sa ndm lahsie uchopi, lebo si vieme moznosti rozdelif na pripady podla toho,
v ktorej ucebni st prave 3 studenti. Budeme teda poécitat zlé moznosti

Pocitame zlé moznosti, teda moznosti rozdelenia Studentov, kde existuje ucebna s prave 3 Studentmi. Tieto
moznosti si rozdelime na 40 skupin. Skupina ¢islo ¢ obsahuje tie moznosti, kde v miestnosti ¢ si 3 Studenti
(nevylucéujeme vsak existenciu inych moznosti s 3 studentmi). Su tieto skupinky disjunktné? Nie. Nemodzeme
teda pouzit pravidlo suétu, ale pouzijeme PIE.

Uvazujme nejakych fixnych k skupiniek. Kolko moznosti sa nachddza v ich prieniku? Ako vieme opisat, o aké
moznosti ide? Ide o také moznosti, kde mame nejakych fixnych k uéebni, v ktorych si 3 studenti. Uréme
pocet takychto moznosti. Najprv postupne obsadime danych k miestnosti. Do i-tej miestnosti (i € {1,2,...,k})
vyberieme troch studentov spomedzi 100 — 3(¢ — 1) (lebo uz 3(¢ — 1) studentov je v predoslych miestnostiach).
Pocet moznosti na tieto vybery je

f1 100 —3(i — 1)\ _ /100\ (/97 100 — 3k +3\ 1002 973 (100 — 3k +3)2 1002
3 T\ 3 3/ 3 o3 3l 3! o6k

i=1

Potom nam ostane (100 — 3k) Studentov, z ktorych kazdy ma na vyber Tubovolnt zo 40 — k zvySnych ucebni.
Spolu tak mame
1003
6k
Vyslo ndm to teraz pekne, Ze tento pocet moznosti zavisi len na ¢isle k. Nezdvisi na tom, ktorych k ucebni
uvazujeme.

- (40 — k)100=3k moznosti.

Uréime cislo Sk, ktoré dostaneme séitanim vysledkov z predoslej pre vsetky mozné vybery k skupiniek. Takychto
vyberov je (4k0) a kazdému zodpoveda rovnaky pocet moznosti, preto

40\ 1003&
Sy = —— - (40 — k)1003F,
Vsimnite si, Ze v tomto pripade nehovorime o moznostiach, nakolko S; nevyjadruje poéet moznosti. Ide o stéet

vela ¢isel. V koneénom dosledku st niektoré moznosti v Sy zapoé¢itané raz, iné dvakrat, a niektoré mozno aj
17-krat.

Uz len dosadime do vzorca pre PIE. Mozeme rovno pouzit vzorec na dobré moznosti (Dosledok 3.22) alebo
rozdiel vetkych a zlych moznosti. Zvolime druhd moznost a tak dostaneme vysledny pocet moznosti:

40 40

40
40\ 1003& _ 40\ 1003& _
40100_2(_1)k+15k :40100+Z(_1)k<k) 6k . (40_k)100 3k :Z(_l)/iD(k) 6k . (40_k)100 3/6.
k=1 k=1 k=0

Formalnejsie rieSenie

Nech

prei € {1,2,...,40} M; oznacuje pocet takych rozdelenf studentov, kde v miestnosti ¢fslo ¢ st prave 3 studenti.

Hladané moznosti vieme vyjadrit ako (M; U Ms U -+ U Muyg)®, o je podla Déosledku 3.22 Principu inklizie a exklizie

rovné

> -1k > |M;, N M, 0 -0 M, |. (1)

k=0 1<i1<ia < <ip<n


http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/uktg22/du/du3-riesenie.pdf
http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/uktg22/du/du3-riesenie.pdf

Mnozina M;, NM;,N- - -NM;, oznacuje pocet rozdeleni, kde v u¢ebniach i1, is, . . . , i SU prave traja Studenti. Uréme teraz
ich pocet: Najskor vyberieme usporiadant 3k-ticu studentov (sq,sa, ..., S3), na ¢o mame 1002E moznosti — to budi
studenti, ¢o s v miestnostiach i1, s, ..., 4. Studentov S3j—2,83j—1, S3; priradime do u¢ebne ¢; pre j € {1,2,...,k}
(teda prvi traja idi do uéebne i1, druhy traja do uéebne is, ... ). Nakolko nam vsak nezdlezi na tom, v akom poradi
Studentov dame do miestnosti, kazdé z 3! = 6 poradi Studentov v rdmeci jednej miestnosti s3j_o,s35_1,53; vedie k
rovnakému rozdeleniu. Celkovo tak mame kazdd moznost zapocitant 6F-krat. Nakoniec uz len kazdému zo zvysnych
100 — 3k nevybranych studentov priradime ITubovolnt zo zvysnych 40 — k miestnosti, na ¢o mame (40 — k)100—3k
moznosti. Spojenim tychto ivah teda mame

1003 100—3k
‘Ml‘lﬁMiQQ-“ﬁMik|= o (40—k) .
Teraz uz len dosadime spit do a mame
40 40
1003& 40\ 1003k
k 100—3k _ 1k ) _ 7.100—3k
D D - A P =N R
k=0 1<i1<i2< < <n k=0
¢o je hladany poéet moznosti.
2. uloha
Kolko existuje nerastticich 47-prvkovych postupnosti z &fsel z mnoziny {1,2,...,42}7
Postupnost (a1, as,...,asr) je nerastica ak pre vietky 7,7 € {1,2,...,47} plati: i < j = a; > a;.
Riesenie cez vzorec
Z mnoziny {1,2,...,42} vyberme 47 &isel tak, Ze ndm nezéleZ{ na poradi a ¢isla moéZeme vyberaf opakovane. Ide o

kombinacie s opakovanim, teda mame na to

424471 _ (88 moznosti
47 — a7 AHOSH:

Pre kazdy takyto vyber je prave jeden sposob, ako vybrané &isla zoradif do nerasticej postupnosti. Preto uvedeny
pocet moznosti je rieSenim tlohy.

Riesenie cez gul6cky a oddelovace

A v

Uvazujme retazce zlozené zo 47 guldéok a 41 oddelovacov. Takychto retazcov je

()= ()

nakolko vlastne potrebujeme len vybrat 47 miest z celkovych 88, na ktorych budd gulocky. Oddelovaée nam rozdelia
retazec na 42 tisekov gul6cok. Na zdklade tohto refazca vytvorime nerastiicu postupnost ¢isel {1,2,. .., 42} nasledovne:
Zaéneme s prazdnou postupnostou a postupne pre i = 42,41,...,1 do postupnosti priddme tolkokrat &islo 4, kolko
gulocok je v i-tom tseku. Ked'ze éisla priddvame v klesajicom poradi, dostaneme nerasticu postupnost. Ked'ze guldéok
je 47, tak vyslednd postupnost m4 tiez 47 Elenov.

3. uloha

Na konferenciu prisli z kazdej zo 40 krajin traja vedci: matematik, fyzik a informatik. Kolkymi sposobmi ich
mozno rozsadit okolo okrihleho stola tak, aby vedci z rovnakej krajiny sedeli vedla seba? Rozsadenia, ktoré sa
lisia len otocenim povazujeme za rovnakeé.




Najskor uréime poéet permutécii, v ktorych vedci z rovnakej krajiny sedia vela seba. Poradie krajin mozno uréit 40!
sposobmi. Pre kazdu krajinu mozno ich ¢lenov rozsadit 3! = 6 spdsobmi. Teda takychto rozsadeni mame 40!-6°. Teraz
chceme permutécie, ktoré sa lisia len cyklickym posunom povazovat za rovnaké. Kazdd takdto permuticiu mozeme
cyklicky posuntit 120-krét, ale len 40 posunuti je takych, Ze krajiny st vedla seba (vo zvysnych jedna krajina ma
niekoho na zaciatku a niekoho na konci a také moznosti se neratali). Kazdi moznost sme teda zaratali 40-krdt, preto
vysledok je

40! - 610

10 = 39!. 640 moznosti.



